
Ex-Physik I/II, Uni Leipzig, WS 1999/2000 und SS 2000

→ Differential einer Funktion f(x) wird aus Differenzenquotient
berechnet:

    
f ' (x0 ) = df

dx
=

∆x→0
lim

f (x0 + ∆x) − f (x0 )
∆x

Geometrische Interpretation: Differential ist Steigung der Funktion
f(x) bei x = x0.

→ Wichtige Rechenregeln mit Differentialen:

    f (x) + g(x)[ ]' = f ' (x) + g' (x) (Summenregel)

    f (x) ⋅ g(x)[ ]' = f ' (x) ⋅ g(x) + g' (x) ⋅ f (x)
(Produktregel)

    

f (x)
g(x)






'

= f ' (x) ⋅ g(x) − g' (x) ⋅ f (x)
g(x)2

(Quotientenregel)

    f (g(x))[ ]' = f ' (g(x)) ⋅ g' (x) (Kettenregel)

→ Umkehrung der Differentiation ist das Integral:

    
f (x)∫ dx = F(x) + const. (Unbestimmtes Integral)

F(x) wird Stammfunktion genannt. Wegen     
d
dx
(const. ) = 0 ist Stamm-

funktion nur bis auf Integrationskonstante bestimmt. Werden Inte-
grationsgrenzen spezifiziert, so entsteht Bestimmtes Integral:

    
f (x)

a

b

∫ dx = F(x)
a

b
= F(b) − F(a)

Geometrische Interpretation: Fl�che unter f(x) f�r a < x < b.
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→ Mittels Reihenentwicklung von Funktionen werden Funktionswerte
abgesch�tzt (Wert von f(a), wenn f(x0) bekannt und |a Ð x0| klein?)
oder Rechnungen vereinfacht. Taylor-Entwicklung:

    

f (a) = f (x0 )+
a − x0
1!

f '( x0 )+
a − x0( )2
2!

f ''( x0 )

+…+
a − x0( )n
n!

f
n( ) (x0 )+O(n +1)

Konvergenzbereich: Entwicklung nur f�r |a Ð x0| < ξ g�ltig!
→ Me§werte aus Messungen, die nur statistische (keine systemati-

schen!) Fehler beinhalten, streuen um wahren Wert µ der Me§gr�§e
oft in der Form einer Gau§-Verteilung:

    
h(x) = 1

2πσ 2
e

−(x−µ )2

2σ 2
(h: Wahrscheinlichkeit, beliebigen
Me§wert bei x zu finden; σ: Ma§

f�r Breite der Gau§funktion)
F�r geringe Anzahl N von Messungen wird Gau§funktion schlecht,
mit zunehmendem N immer besser nachvollzogen. Absch�tzung der
(unbekannten) Werte von µ und σ durch Mittelwert xÐ und Stan-
dardabweichung s:

    
x = 1

N
xi

N
∑ s = 1

N −1
xi − x( )2

N
∑

Schwankungsbereich des Me§ergebnisses:

  
∆x = s

N
Gau§'sche Fehlerfortpflanzung: Ist Gr�§e f aus verschiedenen Me§-
gr�§en zusammengesetzt, f = f(x,y,z), so gilt f�r dessen Me§fehler:

    
s f = ∂f

∂x





2

sx
2 + ∂f

∂y





2

s y
2 + ∂f

∂z





2

s z
2
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→ Vektoren besitzen sowohl Betrag als auch Richtung.

      

r
r =

x1
y1
z1







= x1
r
ex + y1

r
ey + z1

r
ez (kartesische Koordinaten)

Rechenregeln:

  

bx
by
bz







=c⋅
ax
ay
az







=
c⋅ax
c⋅ay
c⋅az





     ,

  

ax
ay
az







±
bx
by
bz







=
ax ±bx
ay ±by
az ±bz







  

ax
ay
az







⋅
bx
by
bz







= ai ⋅bi
i

∑  , 
  

ax
ay
az







×
bx
by
bz







=
aybz −azby
azbx −axbz
axby −aybx







Skalarprodukt Kreuzprodukt:
Ê      
r
a ×

r
b⊥r
a,

r
b

→ Bestimmte Probleme k�nnen besser in angepa§ten Koordinaten-
systemen behandelt werden: Polar-, Zylinder-, Kugelkoordinaten

    

r0 = x
1
2 + y

1
2

ϕ =arctan y1
x1







⇔
x1=r0 cosϕ
y1=r0 sinϕ

Polar-Koordinaten in 2d

    

r0 = x
1
2 + y

1
2 +z

1
2

ϕ =arctan y1
x1







ϑ =arccos y1
r0







⇔
x1=r0 sinϑ cosϕ
y1=r0 sinϑ sinϕ
z1=r0 cosϑ

Kugel-Koordinaten in 3d

(Zylinder-Koordinaten in 3d �hnlich Polar-Koordinaten in 2d)
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Mechanik: Kinematik des Massenpunktes

→ Geschwindigkeit:

      

r
v = lim

∆t→0

∆r
r

∆t
=

dx
dt
dy
dt
dz
dt






     v[ ]=1ms

→ Beschleunigung:

      

r
a = lim

∆t→0

∆r
v

∆t
=

dvx
dt
dvy
dt
dv z
dt









     a[ ]=1m

s2

→ Vektorielle Gr�§en (wie Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kr�fte)
�berlagern sich ungest�rt. Zur Analyse d�rfen Vektorpfeile parallel
verschoben werden. (Beispiel: Bootsfahrt �ber Flu§)

→ Sind       
r
r (t0 ) und       

r
v = r

v(t ) bekannt, so kann       
r
r = r
r (t ) berechnet werden:

      

r
r (t ) = r

r (t0 )+
r
v(t' )

t0

t

∫ dt' ,      analog:

      

r
v(t ) = r

v(t0 )+
r
a(t' )

t0

t

∫ dt'

Sind       
r
r (t0 ),

r
v(t0 ) und       

r
a = r

a(t ) bekannt, so ist       
r
r = r
r (t ):

      

r
r (t ) = r

r (t0 )+
r
v(t0 )+

r
a(t'' )

t0

t '

∫ dt''










t0

t

∫ dt'

      
= r
r (t0 )+ v(t0 ) ⋅(t − t0 )+

r
a(t'' )

t0

t '

∫ dt''
t0

t

∫ dt'

→ Anwendung: Schiefer Wurf

    
z(t ) = ν z,0 − 1

2
gt 2 (g: Fallbeschleunigung)

    x(t ) = ν x,0t

→

    
z(x ) =

ν z,0
ν x,0

x − g
2

x
ν x,0







2

= c1x + c2x
2              ("Wurfparabel")

          
    
= x tanϕ − g

2ν0 cos
2 ϕ
x2       (Polarkoordinaten in     rv )
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→
    
x2 = ν0

g
sin(2ϕ )     (Wurfweite;  ν0,ϕ : AbwurfÐGeschw.,ÐWinkel)

→ Beschleunigung   ra  und Geschwindigkeit   rv  sind i.A. nicht parallel:

    a||≠0→    
r
v  �ndert sich,     a⊥ ≠0→Bahnkurve gekr�mmt (  rv  �ndert Richtg.)

Winkel im Bogenma§: s L�nge des Bogens, r Kreisradius →   ϕ = s
r

ist m�gliche Darstellung des Winkels ϕ. [ϕ] = 1 rad ("Radiant"):
π (in rad) = 180°, 1 rad ~ 57.29É°, 0.017 rad = 1°.

Kreisbewegung mit konstanter Bahngeschwindigkeit:

    
ω = dϕ

dt
Winkelgeschwindigkeit [ω] = 1 rad/s

    
vB = ds

dt
= r0ω ⇔ ω = vB

r0
Bahngeschwindigkeit

  
ν = ω

2π Kreisfrequenz [ν] = 1/s = 1 Hz

    
T0 = 2π

ω = 1ν Umlaufzeit

    
a⊥ = vB ⋅dϕ

dt
= vB

2

r0
Zentripetal-Beschleunigung

Beschleunigte Kreisbewegung:

    
α = dω

dt
= d

2ϕ
dt2

Winkelbeschleunigung [α] = 1 rad/s2

    
a|| =

dvB
dt

= r0
dω
dt

= r0α



Experimentalphysik I/II, Wintersemester 1999/2000, Sommersemester 2000

Seite 6

→ Winkel als Vektor: L�nge ↔ �ffnung, Richtung: ⊥  zu Ebene, in der
�ffnung liegt, Richtungssinn: rechte-Hand-Regel

      
ω = vB

r0
⇒ rω =

r
er
r0

× r
vB

→ Dynamik: Was ist Ursache f�r Beschleunigung eines K�rpers?

→ Newton'sche Axiome:
(1) Kraft ist Ursache der Beschleunigung:

      
r
Fges = 0↔ r

v = 0↔ r
v = const.

(2) Kraft ist proportional zu Masse m und Beschleunigung a:

    
r
F = m ⋅ r

a [F] = 1 m/s2

mit     
r
p = m ⋅ r

v       (Impuls) folgt auch allgemeiner:

      

r
F = d

r
p
dt

= d
dt
m

r
v( ) = dm

dt
⋅ r
v + mr

a

(3) Kraft, die von einem K�rper auf einen anderen einwirkt, wirkt
auf diesen zur�ck (actio = reactio):

      
r
F2,1 = −

r
F1,2

wichtige Beispiele f�r Kr�fte:
→ Beim Beschleunigen eines K�rpers entsteht neue Kraft, die der

verursachenden Kraft entgegengerichtet ist: Tr�gheitskraft

    
r
Ftr = −mr

a = −mr
r

→ Reibungskraft bei Bewegung in Richtung     
r
ev:

    
r
Fr = −µmg ⋅ rev (µ: Gleitreibungskoeffizient,

 µ' > µ: Haftreibungkoeffizient)

→ Schiefe Ebene (Keilwinkel α):

      
r
FN = mg cosα ⋅ re⊥ Normalkraft
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r
FH = mg sinα ⋅ re|| Hangabtrieb

→ elastische R�ckstellkraft einer Feder bei Auslenkung     
r
s aus Ruhelage:

    
r
Fel = −Dr

s D: Federkonstante

→ Tr�gheitskraft bei Kreisbewegung: Zentrifugalkraft:     
r
Fzf = −

r
Fzp

ist der Zentripetalkraft     
r
Fzp entgegengerichtet.

→ Beschleunigung in Polarkoordinaten:

      

r
r = d

2(r
r
er )

dt2
= rrer + 2rωr

eϕ + rωr
eϕ − rω 2rer

(Radial-, Coriolis-, Tangential-, Zentripetalbeschleunigung)
→ Die Corioliskraft

      
r
FCor = 2mr

r × rω
ist Scheinkraft, die im mitrotierenden Koordinatensystem aufgrund
Tr�gheit der Masse m auftritt. Implikationen:

→ Nachweis der Erdrotation: Foucault-Pendel; Wolkenwirbel um Tief-
druckgebiete

→ Arbeit und Energie
Bei Verschiebung eines K�rpers gegen Kraft F→ wird Arbeit ver-
richtet:

      
W =

r
F(

r
r )

r
r1

r
r2

∫ d
r
r (=F∆r cos α, wenn F→ unabh�ngig von r→)

Beispiele:

→ Hubarbeit im Schwerefeld g→:   WHub = mgh

→ Arbeit gegen Federkraft:
    
WFeder = D

2
∆x2



Experimentalphysik I/II, Wintersemester 1999/2000, Sommersemester 2000

Seite 8

Arbeit, die an K�rper verrichtet wird, erh�ht dessen F�higkeit, selbst
wieder Arbeit zu verrichten. Sie erh�ht seine Energie.

  Epot = mgh, 
    
Ekin = m

2
v2 , 

    
EFeder = D

2
∆x2

(potentielle, kinetische, in Feder gespeicherte Energie)

    
∆Ekin = Fx

x1

x2

∫ dx = m ax∫ dx = m dvx
dt∫ dx
dt
dt = m dvx

dt∫ vx dt = m vx
v1

v2

∫ dvx = m
2
vx
2

v1

v2

→ Gravitationsgesetz: K�rper ziehen sich aufgrund ihrer Massen an!

      

r
Fgrav = −γ m1m2

r 2
r
er (γ = 6.67 × 10-11 Nm2/kg2)

ist Zentralkraft (Wirklinie: Verbindungslinie zwischen K�rpern).
Potentielle Energie eines K�rpers im Schwerefeld des anderen:

      
Epot
grav = −γ m1m2

r r
r1

r
r2

Bezugsniveau (Nullpunkt) kann frei gew�hlt werden, da nur Unter-
schiede in der Energie ma§geblich sind. H�ufig: r1 = ∞!

→ Energieerhaltungssatz: Energie kann nicht ÒerzeugtÓ oder Òvernich-
tetÓ werden, sondern eine Energieform entsteht immer aus einer
anderen. Z.B. in Mechanik:

    Epot + Ekin + Edef = Eges
mech = const

Beispiel Feder-Pendel:

    

m
2
v2 (t) = D

2
x0
2 − x2 (t)( ) (x0: Ruhelage)
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gilt f�r beliebigen Zeitpunkt t.

Eventuell m�ssen bei Energiebilanz auch andere Beitr�ge ber�ck-
sichtigt werden (W�rme, elektrische Energie, etc.)

Anwendung: Entweichgeschwindigkeit aus Erdgravitation

    Epot (R) + Ekin(R) = Epot (∞) + Ekin(∞)
(R: Erdradius, Ekin(∞) = 0)

→     ventw = 2gR Ò1. kosmische GeschwindigkeitÓ

→ Das Potential: Skalare, deren Ableitungen nach den Raumrichtun-
gen (physikalisch relevante) Vektorfelder sind, hei§en Potentiale.
Mechanik:

      

Epot = −
r
F d

r
r∫ ⇔

r
F(

r
r ) = −

dEpot
d
r
r

= −

∂Epot
∂x

∂Epot
∂y

∂Epot
∂z

















Eigenschaften eines Potentials in 2D stehen in enger Analogie zu
Eigenschaften einer Gel�ndetopologie, die in Landkarte (H�hen-
linien = �quipotentialfl�chen; Falllinie = Kraftrichtung) dargestellt
wird.

→ Kr�fte, die sich aus Potential ableiten, hei§en konservativ (Energie
wird konserviert!): Entlang geschlossener Trajektorie wird keine
Arbeit verrichtet.

→ Gleichgewicht: Je kann nach lokaler Kr�mmung des Potentials
stabil Ð labil Ð indifferent oder metastabil sein: 

      

dEpot
d
r
r

 = 0 und
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d2Epot
d
r
r 2

> 0 −
d2Epot
d
r
r 2

< 0 −
d2Epot
d
r
r 2

= 0

→ Verrichtete Arbeit pro Zeiteinheit ist Leistung:

    
P = dW

dt
[P] = 1 Nm/s = 1 J/s = 1 W

Wirkungsgrad (z.B. einer Maschine) ist Verh�ltnis von Nutzarbeit
zu aufgewendeter Energie:

    
η =WNutz

Eges
= PNutz
Pges

≤1 ("=" nur ohne Reibung!)
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Aus Definition des Impulses �ber Newton II, F
→

 = p→
.

, folgt:

      
∆r
p =

r
F(t)

t0

t1

∫ dt Kraftsto§

→ Impulserhaltungssatz: Im abgeschlossenen System (keine �u§eren
Kr�fte wirksam) bleibt der Gesamtimpuls erhalten

      

r
pges = r

pi
i

∑ = const

Folgerung: Der Bewegungszustand des System-Schwerpunktes

      

r
rS = r

rS (t) =
mi

r
ri (t)∑
mi∑ bleibt unver�ndert.

→ Sto§prozesse
Klassifizierung nach Sto§geometrie:
Ð gerader Sto§: Geschwindigkeiten liegen auf Verbindungslinie,
Ð schiefer Sto§: G. liegen nicht auf Verb.linie der Schwerpunkte
Ð zentraler Sto§: Ber�hrebene steht senkrecht auf Verb.linie (bei 

Kugeln immer erf�llt!)

É und Energiebilanz:
Ð elastischer Sto§: Bei Sto§proze§ geht keine Energie verloren
Ð inelastischer Sto§: Bei St.proze§ geht Energie zum Teil verloren
Ð unelastischer Sto§: maximaler Energieverlust (beide Sto§partner 

bewegen sich nach Sto§proze§ gemeinsam)
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→ Elastische Sto§prozesse werden durch Energie- und Impulserhaltung
charakterisiert:

    
u1 = m1 −m2

m1 + m2
v1 + 2m2

m1 + m2
v2 (v/u: Geschw. vor/nach Sto§)

Spezialf�lle: m1 = m2: Geschwindigkeiten vertauschen
m1 >> m2, v1 = 0: m2 wird reflektiert (elast. Aufprall auf Wand)

Schiefer Sto§: Beziehungen gelten vektoriell, Impuls wird nur ⊥  zu
Ber�hrfl�che �bertragen.

Generelles Problem der Streuphysik: Sto§parameter (= Abstand der
Trajektorien der sto§enden Partikel) ist unbekannt → "Sto§kreis"
bzgl. reduzierter Masse µ. Sei v2 = 0:
→ m1 < m2: Vorw�rts- und R�ckw�rts-Streuung m�glich

m1 = m2: Impulse nach Sto§ stehen rechtwinklig aufeinander
m1 > m2: nur Vorw�rts-Streuung m�glich

Inelastischer Sto§:

    Ekin
(1) = Ekin

(2) +Wdef (Wdef  ist unbekannt!)

Spezialfall unelastischer Sto§: u1 = u2 Ð beide K�rper bewegen sich
nach Sto§proze§ gemeinsam Ð "ballistisches Pendel". F�r v2 = 0:

    

m1
2
v1
2 = m1 + m2

2
u2 +Wdef

→ 

    
Wdef = µ

2
v1
2 = m2
m1 + m2

Ekin
(1)

ist maximal m�glicher Wert des Energieverlustes bei Sto§proze§.



Experimentalphysik I/II, Wintersemester 1999/2000, Sommersemester 2000

Seite 13

Bei m1 = m2, v1 = Ð v2: Wdef = E
(1)
kin Ð alle Energie geht verloren!

→ Raketenantrieb: Beschleunigung des (treibstoffgef�llten) Raketen-
k�rpers kommt durch Impulserhaltung bei Aussto§ der Verbren-
nungsgase (mit Geschwindigkeit c) zustande

    

dm
m

= − 1
c
dv  → 

    

dm
m

m0

mR

∫ = − 1
c
dv

0

vmax

∫  → 

    
vmax = −c lnmR

m0
(m0, mR: Startmasse, Leermasse der Rakete)

Dynamik von Drehbewegungen:

    
r
M = r

r ×
r
F Drehmoment

ist Ursache einer Winkelbeschleunigung [M] = 1 Nm
und f�hrt zu Drehimpuls

      
r
L = r

r × r
p = mr 2 rω [L] = 1 Nms

Mit der Definition

    J = mr 2 [J] = 1 kgm2

(Tr�gheitsmoment; in dieser Form nur f�r Massepunkt g�ltig!) folgt
das dynamische Grundgesetz der Rotation:

      

d
r
L
dt

= d
dt
J

rω( ) = J rα =
r
M

Damit wird die Ver�nderung des Drehimpulses

      
∆

r
L =

r
M (t)

t0

t1

∫ dt

Arbeit, kinetische Energie und Leistung:

    
Wrot =

r
Md

rϕ∫ , 
    
Ekin
rot = 1

2
Jω 2

, 
      
P = dW

dt
=

r
M ⋅ rω
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Analogie der Dynamik von Translation und Rotation

Gr�§e Translation Rotation

Zeit t t

Weg     
r
r   

rϕ

Geschwindigkeit
      

d
r
r
dt

= r
v

      

d
rϕ
dt

=
rω

Beschleunigung

      

d2
r
r

dt 2
= r
a

      

d2
rϕ

d2t
=

rα

Masse m J
(Tr�gheitsmoment)

    (= mr
2 f�r Massepunkt)

Impuls     
r
p = m ⋅ rv     

r
L = J ⋅

rω
(Drehimpuls)

      (
r
L = r

r × r
p)

Kraft
      

r
F = d

r
p
dt       

r
M = d

r
L
dt

(Drehmoment)

      (= m ⋅ r
a

 
f�r

     
dm
dt

= 0)       (= J ⋅
rα

  
f�r

     
dJ
dt

= 0)

      (
r
M = r

r ×
r
F )

Arbeit

      
W =

r
Fd

r
r

r
r1

r
r2

∫
      
W =

r
Md

rϕ
rϕ1

rϕ2

∫

Leistung     P =
r
F ⋅ rv     P =

r
M ⋅

rω

kinetische Energie
    
Ekin = 1

2
mv2

    
Ekin = 1

2
Jω 2
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→ Drehimpulserhaltung: Ohne �u§ere Momente bleibt Gesamtdreh-
moment L→ eines (abgeschlossenen) Systems erhalten:

      

d
r
L
dt

=
r
0 

      
⇔ Jk

rω k (t1)
k

∑ = Jk
rω k (t2 )

k
∑

→ Eine Kraft auf einen K�rper, die Ð unabh�ngig von dessen Lage Ð
stets auf dieselbe Position im Raum zeigt, hei§t Zentralkraft. Das
Zentrum mu§ nicht die Position eines anderen K�rpers sein. Beisp.:
Rotation des Systems Erde-Mond um gemeinsamen Schwerpunkt

→ Zentrifugalkraft erzeugt auf mondabgewandter Seite 2. Flutberg!
→ Fl�chensatz: Ortsvektor zu K�rper, auf den Zentralkraft wirkt, �ber-

streicht wegen Drehimpulserhaltung pro Zeiteinheit konstante Fl�che
Astronomie: → 2. Kepler'sches Gesetz!

→ 1. Kepler'sches Gesetz: Planeten kreisen um Sonne auf Ellipsen, in
deren einem Brennpunkt das Zentralgestirn steht. Ursache?
→ Kegelschnittbahn (a,b: gro§e/kleine Halbachse) kommt nur dann
aus Energie- und Impulserhaltung zustande, wenn

    
Epot (r)∝ 1

r
⇔ F(r)∝ 1

r 2
F�r Gravitation Fgrav(r) als Ursache der Planetenbewegung:

    
Epot (r) = − L

2

2m
⋅ 1
pr

(p = b
2
/a: Ellipsenparameter),

  L = mb γM
a und     Etot = − γMm

2a f�r Ellipse
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→ KeplerÕsche Gesetze:
1) Planeten bewegen sich auf Ellipsen mit Sonne im Brennpunkt
2) Verbindungslinie SonneÐPlanet �berstreicht in gleichen Zeiten
gleiche Fl�chen (Fl�chensatz)

3) 

    
T 2 ∝ a3 T 2 = 4π 2

γM
a3







→ Ausgedehnte Starre K�rper
Durch Kopplung der Massepunkte innerhalb eines Starren K�rpers
wird Anzahl der Freiheitsgrade auf f = 6 reduziert: 1 Ortsvektor (3
Koordinaten) plus 1 Rotationsvektor (3 Koordinaten) beschreiben
Lage oder Bewegungszustand des K�rpers eindeutig.

      

r
rS =

r
r ⋅ρ(rr )

V
∫ d3r

ρ(rr )
V
∫ d3r

Schwerpunkt S

Ist Starrer K�rper in D frei drehbar aufgeh�ngt, so befindet sich S
im stabilen Gleichgewicht senkrecht unter D. (Beweis: Liegt S nicht
unter D, so entsteht Drehmoment M→, das den Zustand des stabilen
Gleichgewichts herstellt.)

Auch f�r ausgedehnten Starren K�rper ist

    
Ekin
rot = 1

2
Jω 2

mit

      
J = ri

2∆mi (
r
ri ) =

i
∑ r 2 ⋅ρ(rr )

V
∫ d3r Tr�gheitsmoment

(Unterscheide: r→ Ð Ortsvektor; r Ð senkrechter Abstand zur Drehachse!)
z.B.: Zylinder: J = 1/2 mR2;  Hohlzylinder: J = mR2;

Kugel: J = 2/5 mR2
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→ Experimentelle Bestimmung von Tr�gheitsmomenten z.B. �ber
Drehschwingung. Momentenansatz: R�cktreibendes Moment (bei
Auslenkung des Drehtisches aus Ruhelage) = Ð Moment aufgrund
der Tr�gheit bei beschleunigter Drehbewegung

    
r
Mr�ck = −

r
Mtr�ge → 

    
J
d2ϕ
dt2

+ D ⋅ϕ = 0 Schwingungs-DGl.

L�sung:

    ϕ(t) = ϕ0 cosΩt + ω0 sinΩt
(ϕ0, ω0: Amplituden von Auslenkung, Winkelgeschwindigkeit;
 ΩÊ: Kreisfrequenz der Schwingung) mit

  
Ω = D

J
(Kreisfrequenz und

    
T = 2π J

D
 Schwingungsdauer)

→ Bestimme J und D des Drehtisches aus 2 Messungen von T, in
denen sich Anordnung um bekanntes ∆J unterscheidet. Wird nun
unbekanntes J montiert, so kann dieses aus T bestimmt werden.

Satz von Steiner:

    JA = JS + m ⋅ rS−A
2

Tr�gheitsmoment eines K�rpers

um Achse A, dessen Tr�gheitsmoment JS um Schwerpunktsachse
bekannt ist.
Anwendung: Reversionspendel ("Physikalisches Pendel")
Schwingungsdauer T = T(rS-A) besitzt Minimum als Funktion des
Abstands rS-A; f�r rS-A → 0 und rS-A → ∞: T → ∞. F�r jedes T =
T(rS-A) > Tmin gibt es zwei Werte r

(1)
SÐA und r

(2)
SÐA.
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Die reduzierte Pendell�nge lR = lR(T) = r
(1)
SÐA + r

(2)
SÐA ist die gleiche

L�nge, die auch ein Fadenpendel ("Mathematisches Pendel")
gleicher Schwingungsdauer T besitzen w�rde.

→ Gleichgewichtsbedingung am Starren K�rper:

      

r
Fi
a

i
∑ =

r
0        und

      

r
Mi

a

i
∑ =

r
0

→ Jede Kraft F→, die in irgendeinem Punkt (z.B. au§erhalb des SP)
angreift, kann durch eine Kraft F→' und ein Drehmoment M→  ersetzt
werden, die beide am SP wirken.

→ Das Tr�gheitsmoment J ist im allgemeinen keine skalare Gr�§e,
sondern ein Tensor 2. Grades:

    

rr
J =

J xx J xy J xz
J yx J yy J yz
J zx J zy J zz







→ Drehimpuls L→ und ω→  sind nicht notwendigerweise collinear:

    

r
L =

rr
J ⋅ rω =

J xx J xy J xz
J yx J yy J yz
J zx J zy J zz







⋅
ω x

ω y

ω z







=
J xxω x + J xyω y + J xzω z

J yxω x + J yyω y + J yzω z

J zxω x + J zyω y + J zzω z







É oder in Index-Schreibweise:
  
Li = Jikω k

k
∑

Damit wird J→
→

 f�r ein System von j = 1 É n Massen mit

    
δ ik = 1 f�r i=k

0 f�r i≠k{ : Kronecker-Symbol und 

    

x1≡x
x2 ≡ y
x3≡z









:

    
J m r x xik j j ik i k

j

= −∑ ( )2δ bzw.     J r x x dmik ik i k= −∫ ( )2δ
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→ Jeder K�rper hat 3 Achsen (Haupttr�gheitsachsen Ð HTA), f�r die
J→
→

 Diagonalform besitzt (Neben-Diagonalelemente = 0), die aufein-
ander ⊥  stehen und sich im SP schneiden (symmetrische K�rper be-
sitzen �quivalente Achsen; Symmetrieachse = HTA). Rotation um
solche Achse ist freie Rotation (es treten keine Lagerkr�fte auf).

→ Konsequenz der Tensor-Eigenschaften von J→
→

: Sind (momentane)
Drehachse ω→ und Figurenachse eines Kreisels verschieden, so stim-
men Richtungen von Drehimpuls L→ und ω→ nicht �berein!
→ ω→ rollt um ortsfesten Vektor L→(Erhaltungssatz!) auf Kegelmantel
ab (Rastpolkegel); gleichzeitig rollt ω→ auch auf (anderem) Kegel-
mantel um Figurenachse ab (Gangpolkegel), soda§ Rastpol- und
Gangpolkegel ineinander abrollen. F�r Beobachter wird nur eine
Taumelbewegung der Figurenachse sichtbar → Nutation

  
ω nut = Jzz

J xx
⋅ω

→ Wirkt konstantes Drehmoment M→ auf rotierenden Kreisel mit
Drehimpuls L→, so weicht dieser wegen

      

r
M = r

r ×
r
F = d

r
L
dt

senkrecht zu F→ aus. Wegen dL→/dt = const. �ndert sich Richtung
von L→ pro Zeiteinheit ∆t um konstantes ∆L→ → Pr�zession. F�r
Kreisel, der unter Schwerkraft um Figurenachse rotiert (z.B. Unter-
st�tzung der Achse seitlich im Abstand r vom Schwerpunkt S):

  
ω pr�z = mgr

Jzz ⋅ω
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→ Konsequenz der Tensor-Eigenschaften von J→
→

: Sind (momentane)
Drehachse ω→ und Figurenachse eines Kreisels verschieden, so stim-
men Richtungen von Drehimpuls L→ und ω→ nicht �berein!
→ ω→ rollt um ortsfesten Vektor L→(Erhaltungssatz!) auf Kegelmantel
ab (Rastpolkegel); gleichzeitig rollt ω→ auch auf (anderem) Kegel-
mantel um Figurenachse ab (Gangpolkegel), soda§ Rastpol- und
Gangpolkegel ineinander abrollen. F�r Beobachter wird nur eine
Taumelbewegung der Figurenachse sichtbar → Nutation

  
ω nut = Jzz

J xx
⋅ω

→ Wirkt konstantes Drehmoment M→ auf rotierenden Kreisel mit
Drehimpuls L→, so weicht dieser wegen

      

r
M = r

r ×
r
F = d

r
L
dt

senkrecht zu F→ aus. Wegen dL→/dt = const. �ndert sich Richtung
von L→ pro Zeiteinheit ∆t um konstantes ∆L→ → Pr�zession. F�r
Kreisel, der unter Schwerkraft um Figurenachse rotiert (z.B. Unter-
st�tzung der Achse seitlich im Abstand r vom Schwerpunkt S):

  
ω pr�z = mgr

Jzz ⋅ω
Mechanik deformierbarer K�rper

→ Aggregatzustand eines K�rpers (gasf�rmig, fl�ssig, fest) h�ngt von
Wechselwirkung zwischen seinen Molek�len (oder Atomen) ab.
Gibt es Bereich zwischenmolekularer Abst�nde, in dem sich Teil-
chen gegenseitig anziehen, so kommt es zur Kondensation (Fl�ssig-
keit oder Festk�rper), andernfalls liegt Gaszustand vor. Ver�nderun-
gen im Aggregatzustand k�nnen i.A. durch Temperaturver�nderung
hervorgerufen werden → Thermodynamik (siehe sp�ter)
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→ Typen der mechanischen Deformation von Festk�rpern:
Dilatation (Dehnung/Stauchung) Ð Scherung Ð Torsion Ð Biegung.
(1) Dilatation:

  

∆l
l

= ε    (Dehnung)
  
σ = F

A
   (Spannung)

→ ε = α ⋅σ       Hooke'sches Gesetz mit α: Dehnungskoeffizient

Verformung bewirkt Gegenkraft im K�rper:

  σ = E ⋅ ε           mit E = 1/α: Elastizit�tsmodul (Young-Modul)

→ Linearit�t im Hooke'schen Gesetz folgt aus Harmonizit�t des
Potentials zwischen den Molek�len im FK. Anharmonizit�ten bei
gr�§erer Verformung → Nichtlinearit�ten bei σ  > σP.
Verallgemeinerter Zusammenhang von Spannung und Dehnung:

    
rrσ =

rr
E ⋅ rrε : σ→

→
, ε→
→

: Tensoren 2. Ordnung

Unterscheide Volumenkr�fte (Beispiel: Gewicht) und Fl�chenkr�fte
(Beispiel: Spannungen), die im K�rper wirken!

      

r
Fgew = r

g ρ(rr )
V
∫ dV ;

      

r
Fsp =

r
Pn

O
∫ d

r
A = rrσ ⋅ r

n
O
∫ d

r
A

Als Verkn�pfung zweier Tensoren 2. O. ist E→
→

 Tensor 4. Ordnung!

Aber: Reduktion der 81 unabh�ngigen Komponenten von E→
→

 durch
Symmetrie von σ→

→
, ε→
→

: 21 unabh. Komponenten beschreiben das
komplizierteste anisotrope System (trikline Kristalle). Weitere Re-
duktion durch Symmetrien des Materials! F�r isotrope Materialien:

    σ ik = 2µε ik + λδ ikΘ λ, µ : Lam�-Moduln,
mit δ ik: Kronecker-Symbol und

  Θ = ε ii∑ Spur des Tensors ε→
→

.

→ Mit zwei Materialkonstanten lassen sich die elastischen Eigen-
schaften isotroper Materialien vollst�ndig beschreiben!
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→ Young-Modul als Funktion der Lam�-Koeffizienten:

    
E = µ

µ + λ
(2µ + 3λ )

Querkontraktion:

    
ε xx = − λ

2µ(2µ + 3λ )
⋅ Fzz

Poissonzahl σ = Ð εxx/εzz
:     

  
σ = λ

2(µ + λ )
→ Hooke'sches Gesetz f. Scherung (γ  S.-Winkel,τ  ext. S.-Spannung):

  τ =G ⋅ γ G ≡ µ : Schubmodul (Schermodul)

Torsion ist eine Form der Scherung. Richtmoment:

      

r
M = π

2
G
R4

l
rϕ (runder Draht mit Radius R, L�nge l)

→ Biegung f�hrt zu Dehnung und Stauchung im Balken an verschiede-
nen Stellen in dessen Querschnitt (R: Kr�mmungsradius):

    
σ xx ( z ) = E z

R
wenn x-Achse (z = 0) durch Fl�chenschwer-

punkt geht → bei z = 0: "neutrale Faser".
Biegesteifigkeit ist proportional zu Fl�chentr�gheitsmoment I :

Mit 

    
I = z2

z0

z1

∫ dz:
    

1
R

= M
E ⋅ I

(Bernoulli-Euler-Theorem).

mit 

    

ℜ = 1
R

= ± z'' (x )

1+ z' 2 (x )( ) 32
 Kr�mmung ℜ  einer Kurve z(x)

folgt
    
z(x ) = − Fext

E ⋅ I
⋅ l x

2

2
− x

3

6






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→ allseitiger Druck → isotrope Kompression:

    
∆V
V

= −κ ⋅ ∆p = − 1
K

⋅ ∆p [p] = 1 N/m2 = 1 Pa = 10Ð5 bar

κ: Kompressibilit�t; K: Kompressionsmodul. Mit p =

σii ergibt sich

  
κ = 3

2µ + 3λ
[K] = 1 N/m2, [κ ] = 1 m

2
/N

→ Elastische Energiedichte:

    
W
V

= 1
2
E ⋅ ε 2  (Elongation)

    
W
V

= 1
2
G ⋅ γ 2 (Scherung)

→ Mechanik von Fl�ssigkeiten und Gasen
Druck ist skalare Gr�§e:

      

rrσ = p ⋅
1 0 0

0 1 0

0 0 1







in Fl�ssigkeiten und Gasen.

Molek�le sind frei gegeneinander verschiebbar → keine Scherkr�fte,
Oberfl�che stets lokal ⊥  auf resultierender Kraft. Hydrostatischer
Druck:

    p(z) = ρFlg(z0 − z)
→ Auftrieb:

    
r
FAuftr = −ρFlgV K�rper ⋅ rez

→ Oberfl�chenspannung entsteht durch fehlende Kompensation
zwischenmolekularer Kr�fte in kondensierten Phasen an deren
Oberfl�che oder Grenzfl�che zu anderen Phasen:

    σ = ∆EOb / A
[σ ] = 1 J/m2 = 1 N/m
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→ Oberfl�chen, die nur unter dem Einflu§ der Grenzfl�chenspannung
stehen, sind Minimalfl�chen. Beispiel: Seifenblase (wegen sehr
d�nner Kugelschale ist Gewichtskraft << Oberfl�chenspannung):

    
∆p = 4σ

R
(Kugel: 

    
∆p = 2σ

R
)

→ Steht Fl�ssigkeit in Kontakt mit Festk�rper (Wand), so tritt neben
WW der Molek�le untereinander (→ Koh�sion) WW zwischen
Fl�ssigkeitsmolek�len und Festk�rpermolek�len auf (→ Adh�sion)
→ Kapillarit�t: F�r Adh�sion > Koh�sion benetzt d�nner Fl�ssig-
keitsfilm die Gef�§wand auch �ber Fl�ssigkeitsspiegel → Meniskus
(in Kapillare: Fl�ssigkeitss�ule) steigt an Wand auf. Ist Koh�sion >
Adh�sion: Meniskus wird an Wand herab gedr�ckt. In Kapillare:

    
∆h = 2σ

rρg
 (f�r vollst�ndig bzw. nicht-benetzende Fl�ssigkeit)

→ An 3-Phasen-Kontaktlinie (z.B. fest-fl�ssig-gasf�rmig) kommt es zu
Randspannungen σij, die den Kontaktwinkel Θ  der Fl�ssigkeit am
Festk�rper bestimmen: σfest-gas ist klein; σfl - gas ist stets > 0 (Ober-
fl�chenspannung) und zeigt in Richtung der Grenzfl�che; σfest-fl
kann < 0 sein (Adh�sion �berwiegt) oder > 0 sein (Koh�sion �ber-
wiegt). Kr�ftegleichgewicht bzgl. der Festk�rper-Oberfl�che:

→     σ fest− fl−σ fest−gas=σ fl−gascosΘ (Young-Gleichung)

Str�mungsmechanik
Unterscheide inkompressible Ð kompressible; ideale (reibungslose) Ð
reale Fl�ssigkeiten und station�re Ð instation�re Str�mungen. Mittel
zur mathematischen Beschreibung: Vektorfelder

      
r
v = r
v(

r
r ,t) Geschw.-Feld,       

r
j (

r
r ) = ρ ⋅ r

v(
r
r ) Stromdichte

→
    
φ = ρr

v∫ d
r
A =

r
j∫ d

r
A Strom →  Massetransport durch

Oberfl�che A→ (Normalenvektor ⊥  zu Fl�che, L�nge ∝ Fl.-inhalt)
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→ Quellen und Senken in Vektorfeldern:
Flie§t aus Volumenelement zum Zeitpunkt t mehr heraus als hinein,
nimmt dort entweder die Dichte ρ ab oder es besteht Quelle in dV.

      

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+ ∂vz
∂z

≡ div r
v = ∇ ⋅ r

v > 0

mit 

  

∇ ≡

∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z















: Nabla-Operator. Ist andernfalls

      div
r
v < 0, so besteht Senke in dV.

→ Kontinuit�tsgleichung:

      ρ ⋅div r
v = div

r
j = − dρ

dt (Differential-Form):

Ein-/Ausstrom = Quelldichte in dV = Massendichte-Ver�nderung
Integralform (Umformung des Fl�chenintegrals in das Volumen-
integral hei§t Satz von Gau§/Ostrogradski):

      
∆φ =

r
j

A
∫∫ d

r
A = ρ ⋅divrv

V
∫∫∫ dV = − dρ

dt

V
∫∫∫ dV

→ Anwendung auf inkompressible Fl�ssigkeiten: → lokale
Geschwindigkeit ist umgekehrt proportional zu Querschnitt

    
v2 = A1

A2
⋅v1

→ Energieerhaltung:
statischer Druck + dynamischer Druck + geod�tischer Druck = const

    
p + ρ
2
v2 + ρgh = const (Bernoulli-Gleichung)

Anwendung: Prandtl'sches Staurohr:     v = ρ1
ρ gh
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→ Str�mumgskraft auf K�rper des Querschnitts A: Form des K�rpers
bestimmt Widerstandsbeiwert (cw-Wert)

 
    
Fw = cw

ρ
2
v2 ⋅ A

→ Reibung in Fl�ssigkeiten (Viskosit�t) bewirkt Gradienten im
Geschwindigkeitsfeld       rv = r

v (
r
r ) und damit Druckabfall → Wirbel!

      

rω =

∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z















×
vx
v y
vz















=

∂vz
∂y

−
∂v y
∂z

∂vx
∂z

−∂vz
∂x

∂v y
∂x

−∂vx
∂y























= ∇ × r
v = rot r

v

Wirbel in Str�mung ↔       rot r
v ≠

r
0!

→ Kraft notwendig, um str�mende Fl�ssigkeit in Bewegung zu halten

    

r r
F A

dv
dz

= ⋅ ⋅η η: Viskosit�t; [ηÊ] = 1 Ns/m2

Viskose Schubspannung:

    
ση = η ⋅ d

r
v
dz

Temperaturabh�ngigkeit kommt durch molekulare Ursachen
(Rauhigkeit der aneinander vorbeigleitenden Atomschichten)
zustande → Boltzmann-Verteilung in Thermodynamik:

    η(T )∝ e
−const

T

Kraftdichte im Str�mungsfeld:

      

r
f R = d

r
FR
dV

= η∆r
v = −∇p

    

∆ ≡

∂ 2

∂x2

∂ 2

∂y2

∂ 2

∂z2

















: Laplace-Operator
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→ Str�mung durch zylindrische R�hre (oder zwischen Platten):

 
    
v(r) = 1

4η
⋅dp
dz
R2 − r 2( ) ( 

    
v(r )= 1

2η
⋅dp
dz

d 2 −x2( ) )
→ Parabelf�rmiges Geschwindigkeitsprofil!

    
vmax = 1

4η
⋅dp
dz
R2 Maximal-Geschwindigkeit

Flu§ durch Rohr:

    

dV
dt

= π
8η

⋅dp
dz

⋅ R4 (starke Abh�ngigkeit von R!)

Druckabfall und Str�mungswiderstand:

    
∆p = 8ηl

πR4
⋅dV
dt

(
    
φ = 8ηl

πR4
: Str�mungswiderstand)

Durchschnittsgeschwindigkeit und notwendige Kraft:

    
v = ∆p
8ηl

⋅ R2 = 1
2
vmax

    
Fp = 8ηl

R2
⋅dV
dt

→ Kraft auf Kugel in Str�mung:

      
r
FR = −6πηr ⋅ r

v (Stokes-Gesetz)

→ Allgemeine Bewegungsgleichung f�r Fluide: Navier-Stokes-DGl.

      

d
r
v
dt

= ∂ r
v

∂t
+ r
v∇( )rv





= − 1
ρ

∇p + η
ρ

∇ ∇r
v( ) − ∇ × ∇ × r

v( )( )
mit den m�glichen Vereinfachungen:
(1) η  = 0: → 

      
d
r
v

dt
=− 1

ρ
∇p → v→ l�§t sich aus Potential ableiten!

(2)       
r
v∇( ) r

v =0: → laminare Str�mung; v→ �ndert sich nicht entlang 
Stromlinie

(3) 
      
∂ r
v

∂t
=0: → station�re Str�mung; Stromlinien unabh�ngig von t.
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→ �bergang laminare → turbulente Str�mung: beschrieben durch
empirischen Parameter Reynolds-Zahl:

    
Re = ρrv

η
laminare Str�mung geht Ð z.B. bei Erh�hung der Str�mungsge-
schwindigkeit bei sonst festgehaltenen Parametern Ð unter Aus-
bildung der quasiperiodischen K�rm�n'schen Wirbelstra§e in die
chaotische Turbulenz �ber.

→ Schwingungen
Freie, unged�mpfte Schwingung. Die Schwingungs-DGl.

    

d2s(t)
dt2

+ ω0
2s(t) = 0 ist homogene lineare DGl. 2. Ordnung

mit der L�sung

    
s(t) = s0 cos(ω0t − ϕ ) = Re s0e

i ω0t−ϕ( )( )
(ω: Kreisfrequenz,     T=2π

ω
: Schwingungsdauer,     ν= 1

T
= ω
2π

: Frequenz)

Die Darstellung     s(t) = s0e
i ω0t−ϕ( ) in der komplexen (Euler'schen)

Zahlenebene vereinfacht Berechnungen:

    s(t) = s0e
i ω0t−ϕ( )

 → 
    

ds(t)
dt

= iω0s(t); 
    

d2s(t)
dt2

= -ω0
2s(t)

→ Freie, ged�mpfte Schwingung:

    

d2s(t)
dt2

+ b
m
ds(t)
dt

+ ω0
2s(t) = 0

besitzt L�sung

    s(t) = s0e
i ωt−ϕ( )−δt = s0 cos(ωt − ϕ )e−δt

(    δ = b
2m

;  ω = ω
0
2 −δ 2 )

→ harmonische Schwingung mit exponentiell abnehmender Amplitude
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→ Freie, ged�mpfte Schwingung:

    
s(t) = Re s0e

i ωt−ϕ( )−δt( ) = s0e
−δt cos( ω0

2 − δ 2 t − ϕ )

D�mpfungsgrad:
    
D*= δ

ω0

= b

2 mD
; Verlustfaktor:    d =D*; G�te:    Q = 1

d

→ Fallunterscheidung: (1) periodische L�sung nur f�r   δ <ω0;
(2) f�r "�berkritische D�mpfung" (  δ >ω0) wird Wurzel imagin�r

→     s(t)=s0cos(−ϕ)e−δ ' t mit 
  
δ '=δ 1− 1−

ω
0
2

δ 2










System "kriecht" bei Auslenkung zur�ck zur Ruhelage ("Kriechfall")

(3) aperiodischer Grenzfall bei   δ = ω
0
: System kehrt auf schnellstem

Wege zur Ruhelage zur�ck.
→ Erzwungene Schwingung : Periodische St�rung von au§en auf

schwingf�higes System mit D�mpfung l�§t sich durch inhomogene
DGl. beschreiben:

    

d2s(t)
dt2

+ b
m
ds(t)
dt

+ω
0
2s(t)= f 0

m
eiωt

L�sung setzt sich zusammen aus der homogenen und der partikul�-

ren L�sung:     s inh ( t ) = s
homo

( t ) + s
part
( t ). F�r t → ∞ gewinnt spart(t).

F�r   ω ≈ω0 wird Amplitude der erzwungenen Schwingung maximal:
→ Resonanz !

    

s
0
part = f 0

m ω
0
2 −ω 2( )2 + 2D*ω0ω( )2[ ]12

Amplitudenresonanzfunktion

    
tanϕ part =2D

*ω0ω
ω
0
2 −ω 2

Phasenresonanzfunktion
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→ Schwingungen �berlagern sich ungest�rt (→ Interferenz). Die Sum-
me zweier harmonischer Schwingungen gleicher Frequenz ist wieder
harmonische Schwingung. Aus     s1 ( t ) = s

0,1
cos(ωt ),     s2 ( t ) =

    s0,2 cos(ωt − ϕ ) wird     s ( t ) = s
1
( t ) + s

2
( t ) = s

0
cos ωt−ϕ '( ) mit

    s0
2 = s0,1

2 +2s0,1s0,2 cos
2 ϕ + s0,2

2
,  

    
tanϕ' =

s0,2 sinϕ
s0,1+ s0,2 cosϕ

Resultierende Amplitude kann gr�§er oder kleiner sein als Eingangs-
werte. F�r     s0,1 = s

0,2
, ϕ = π  ergibt sich     s0 = 0 (destruktive Interferenz).

→ Sind Frequenzen unterschiedlich, aber   ∆ω = ω1−ω2  klein, so entsteht
Schwebung. F�r     s0,1 = s

0,2
 wird mit   ω =

ω1+ω2

2
:

    
s t s t t( ) cos cos( ),= ⋅ ⋅2

20 1 ω ω∆

→ Fourieranalyse: Jedes beliebige periodische Signal     y( t ) = y( t +
2π
ω0
)

kann als Summe harmonischer Funktionen ausgedr�ckt werden:

    
y t

a
a k t b k tk k

k

( ) cos sin= + ( ) + ( )[ ]
=

∞
∑0

0 0
12

ω ω mit

    
ak = 2

T
y(t )cos kω0t( )

0

T

∫ dt ,
    
bk = 2

T
y(t )sin kω0t( )

0

T

∫ dt

oder komplex (Fouriertransformation, R�cktransformation):

    

y t c c
T

y t tk
k t

k
k

k t

T

( ) , ( )= ∑ =
=−∞

∞ −∫e e di i

-T
2

ω ω0 0
21

   k=−∞ … ∞( )

→ Ortsraumdarstellung y = y(t) und Darstellung als Frequenzspek-
trum ck = ck(ω ) ist vollkommen �quivalent. Vorteil der Fourier-
darstellung: Datenreduktion; komplizierte Funktionen k�nnen oft
bereits durch Angabe einiger weniger Fourier-Koeffizienten gut
angen�hert werden. Anwendung in vielen verschiedenen Bereichen
der Physik und Informationstechnik.
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→ Gekoppelte Pendel: Schwingender Oszillator hat Energie gespei-
chert. Werden Oszillatoren (z.B. durch Feder) miteinander verbun-
den, so wird Energie zwischen den Energiespeichern ausgetauscht.
Resultierende Bewegungszust�nde: Schwebungen zwischen den
(symmetrischen und antisymmetrischen) Normalschwingungen
(Beispiel: Federpendel mit Kopplung D12):

    ω0
symm = D

m     ω0
antisymm = D+2D12( )

m

    
ω Schw ≈ ω0

D12
D

Schwebungsfrequenz     D12<<D( )

Wellen: Bei �bergang von Situation der 2 gekoppelten Oszillatoren
zu fortlaufender Kette (❶, ❷, ❸ É) gekoppelter Oszillatoren wird
Energie, die von ❶ auf ❷ �bertragen wird, an ❸ weitergegeben und
kehrt daher nicht zu ❶ zur�ck: Ein Wellenzug entsteht.
Welle mit Auslenkung in Ausbreitungsrichtung: Longitudinalwelle;
Welle mit Auslenkung ⊥  zu Ausbreitungsrichtung: Transversalwelle.
Beschreibung der Auslenkung in Zeit und Raum:

      
r
y(

r
x,t) = y0

r
ey ⋅ei(ωt−

r
k ⋅rx−ϕ )

mit

    y0: Amplitude,     
r
e
y
: Polarisation,     

r
x = x

r
e
x
: Ausbreitungsrichtung,

    
r
k =

ω
c

r
e
x
: Wellenvektor (eindimensional:     k=ω

c
=2π

λ
),

c: Ausbreitungsgeschwindigkeit, λ  : Wellenl�nge.
→ Auslenkung     ry  mu§ nicht notwendigerweise Verschiebung von Mas-

sen, sondern kann irgendeine Vektorgr�§e sein, die an ihre Umge-
bung gekoppelt ist (z.B. elektromagnetische Wellen)!

→     w= dE
dV

=1
2

ρω 2 y
0
2 Energiedichte,   s=wc Energiestromdichte (ÒIntensit�tÓ)

→ Die Wellengleichung   
    

d

d

d

d

2

2
2

2

2

s x t

t
c

s x t

x

( , ) ( , )= (dÕAlembert)

ist DGl., deren L�sung       
r
s (

r
x , t ) = s

0

r
e
y

⋅ e
i(ωt−

r
k ⋅rx−ϕ)

 ist.
→ z. B. f�r gespannte Saite:

  
c= Fext

ρ⋅A
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→ Ebene Welle     s ( x , t ) = s
0
cos(ωt − kx − ϕ ) ist nur eine von vielen m�gli-

chen L�sungen der Wellengleichung. Eine andere ist die Kugelwelle

      s (
r
r , t ) =

s0
r
cos(ωt −

r
k
r
r − ϕ ). → Randbedingungen!

→ Bei Reflektion einer Welle am feststehenden Ende einer Pendelkette
Phasensprung um π. Reflektion am freien Ende: kein Phasensprung

→ Superpositionsprinzip: Wellen �berlagern sich ungest�rt. Euler-Kon-
struktion kann Zeit- oder Ortsabh�ngigkeit darstellen; Ortsabh�ngig-
keit kann 2 Richtungen einnehmen.
�berlagerung von Wellen gleicher Frequenz ω  und Ausbreitungs-
richtung     rk : Amplituden verst�rken sich oder schw�chen sich ab, je
nach Phasenbeziehung. F�r ϕ = π, s0,1 = s0,2: totale Ausl�schung.

      
s = s1 + s2 = 2s0,1 cos

∆ϕ
2






ei(ωt+

r
k
r
x−∆ϕ /2)

gegenl�ufige Wellen,       
r
k
2

= −
r
k
1
, z.B. �berlagerung einer reflektierten

mit einer einlaufenden Welle: → Stehende Wellen

      s = 2s0,1 cos
r
k
r
x( )eiωt

gleiche Frequenz, aber verschiedene Ausbreitungsrichtungen:

      
s = 2s0,1 cos

(
r
k2 −

r
k1)

r
r

2





e
i

r
k1+

r
k2
2

r
r +ωt( )

Resultierende Welle breitet sich in Richtung der Winkelhalbierenden

(      
r
k
1

+
r
k
2
/ 2) aus; Amplitude ist quer zur Ausbreitungsrichtung

(      
r
k
1

−
r
k
2
) moduliert.
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→ Auch zeitlich begrenzte Ð generell nicht-periodische Ð Signale k�n-
nen fourier-transformiert werden: Anstelle von diskreten Frequen-
zen tritt ein kontinuierliches Frequenz-Spektrum, anstelle der Forier-
Summe das Fourier-Integral:

    
f (ω )= 1

2π
s(t)eiωt

0

∞

∫ dt ↔
    
f (ω )=FT s(t){ }

R�cktransformation:

    
s(t)= 1

2π
f (ω )e-iωt

0

∞

∫ dω ↔
    
s(t)=FT-1 f (ω ){ }

Da       rk / r
r  in derselben Beziehung zueinander stehen wie     ω /t , gilt auch

      
f (

r
k ) = 1

2π
s(

r
r )ei

r
k
r
r

0

∞

∫ d
r
r ,

      
s(

r
r ) = 1

2π
f (

r
k )e-i

r
k
r
r

0

∞

∫ d
r
k

→ Frequenzspektren zeitlich begrenzter Signale, z.B. ged. Schwingung:

    
FT e−δt ⋅cosω ' t{ }= δ

δ 2 + (ω − ω ' )2
→ Lorentzkurve um die Zentralfrequenz ωÕ herum, also ein kontinu-
ierliches Frequenzspektrum mit Schwerpunkt bei ωÕ.

→ Wellenpaket mit Gau§funktion als Einh�llender:

    
FT e

− a
2t2

2 ⋅cosω ' t






=e

−(ω −ω ' )2

2a2

ist wieder Gau§funktion (im Frequenzraum!). Je breiter (Wert v. a!)
Gau§funktion im Eingangssignal, desto schm�ler Frequenzspektrum.
→ Unsch�rferelation:     ∆ω⋅∆t≈1.

→ Ein einmal im Raum entstandenes Wellenpaket l�uft nur dann nicht
auseinander, wenn f�r alle Frequenzanteile die gleiche Ausbreitungs-
geschwindigkeit gilt! F�r Wellen in Materie ist dies i.A. nicht der
Fall → Dispersion! Unterscheide Phasengeschwindigkeit     c=ω /k  und
Gruppengeschwindigkeit     c=dω /dk .



Experimentalphysik I/II, Wintersemester 1999/2000, Sommersemester 2000

Seite 34

→ F�r elastische Medien gelten Bewegungsgleichungen

      

d2
r
v

dt2
= 1

κρ
d2

r
v

dx2
 und 

    

d2 p
dt2

= 1
κρ
d2 p
dx2

.

→ In derartigen Medien: Schallwellen! Phasengeschwindigkeit:

    
c = 1

κρ
(κ: Kompressibilit�t, ρ: Dichte)

Gase: adiabatische Kompressibilit�t   κ ' =
1

γ κ . (ÒadiabatischÓ =
ohne W�rmeaustausch; γ: AdiabatenexponentÊ→Thermodynamik).
p und   

r
v  sind um π/2 phasenverschoben (Schalldruck-Knoten ↔

Schallschnelle-Bauch).
→ Reflexion der Welle, z.B. am Ende einer Orgelpfeife, f�hrt zu

Stehenden Wellen (Phasensprung π am geschlossenen Ende).
Eigenschwingungsspektrum offen/offen (geschl./geschl.) Ð
offen/geschlossen:

    
λ n = 2l

n
Ð

    
λ n = 4l

2n −1
(l: L�nge der Pfeife)

(n = 1: Grundschwingung, n = 2, 3, 4, ...: Obert�ne)
→ Charakteristischer Klang von Schallk�rpern (Musikinstrumenten)
→ Ph�nomene bei Wellenausbreitung:

Streuung, Brechung, Beugung k�nnen nach HuygensÕschem Prinzip
verstanden werden:
ÒBreitet sich Welle im homogenen Medium aus, so kann Geometrie
der Wellenfront konstruiert werden, indem man annimmt, die
durchgehende Wellenfront rege im Medium Elementaroszillatoren,
die selbst wieder Kugelwellen aussenden. �berlagerung dieser
Kugelwellen ergibt die sich weiter ausbreitende Wellenfront.Ó
Anwendungsbeispiel: Reflexion und Brechung. Details → Optik.
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→ Huygens-Prinzip → Snellius-Gesetz
sin
sin

α
β

= =c
c

n
n

1

2

2

1

Reflexions-/Transmissionsfaktor (aus Energiestromdichte s):

R
s

s
z z
z z

ref

ein

= = −
+

( )
( )

1 2
2

1 2
2 , T

s
s

z z
z z

trans

ein

= =
+

4 1 2

1 2
2( )

(z = ρc : Wellenwiderstand)

→ Doppler-Effekt: Bewegt sich (Schall-)Quelle bzgl. Empf�nger, so ist

λ’= ±( )c v T , ω π ω’
( )

=
±

=
±

2 1
1

c
c v T v

c

beobachtete Wellenl�nge/Frequenz in Vorw�rts-/R�ckw�rtsrichtung.
Bei �berschallgeschwindigkeit: Mach'scher Kegel (sin α = c

v
)

→ Teilchenphysik: Tscherenkov-Strahlung

→ Beschreibe gekoppelte Massen durch System gekoppelter DGl.:

  
rr r
D sn = 0 mit

  

rr

K

K

K

M M M O M

Dn

m D D D

D m D D D

D m D D

D m D D

=



















− −

− −

− −

− −

ω

ω

ω

ω

2
0 0

2
0

0
2

0

0 0 0
2

* *

* * *

* *

* *

→ Bestimmungsgleichung aus charakteristischem Polynom   
rr
D

n = 0

→ n ¥ f  Eigenschwingungsmoden f�r System von n Massen mit f
Freiheitsgraden. Alle m�glichen Schwingungszust�nde k�nnen aus
Grundmoden zusammengesetzt werden → IR-Spektroskopie!
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→ Akustik: Klang (z. B. von Musikinstrument) kommt durch charakte-
ristisches Eigenmodenspektrum des K�rpers zustande. Dies ist
bereits unterschiedlich f�r Fl�te (2 offene Enden) und Pfeife (offen
Ð geschlossen). Grundmode bestimmt Tonh�he.

Lautst�rke wird durch Intensit�t (Energiestromdichte) der Welle
bestimmt. Wegen Energieerhaltung → Abstandsabh�ngigkeit:

s
s

r
r

2

1

1
2

2
2=

Subjektives Lautst�rkeempfinden ist (etwa) logarithmisch

→ L s
s

p
p= ⋅ = ⋅10 20

0 0
lg lg Def. Schalldruckpegel

[L ] = 1 dB (dezibel)
mit s0 = 10-12 W/m2 (H�rschwelle bei 1 kHz)
Allgemein wird das Ma§ dB als D�mpfungsma§ verwendet.

Physiologisch korrigiertes Lautst�rkema§:

Λ = ⋅k s
sf physiol10

0

lg mit kf = kf (ν), [Λ] = 1 Phon

→ Lautst�rke 10 Phon wird bei allen Frequenzen trotz
unterschiedlicher Schalldruckpegel als gleich laut empfunden.
Aufl�sungsverm�gen des menschl. Ohres: ca. 3 Phon (~ frequenz-
und lautst�rkeunabh�ngig).
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Thermodynamik

→ Temperatur verbindet ungeordnete mikroskopische Bewegungen
von Teilchen mit makroskopischen Eigenschaften eines Systems
W�rme ist kinetische Energie dieser ungeordneten Bewegung

→ Da es unm�glich ist, alle Teilchen in makroskopischem System
deterministisch zu beschreiben → Statistische Beschreibung!

offenes System: Energie- und Materialaustausch mit Umgebung
geschlossenes S.: Energie-, aber kein Materialaustausch
abgeschlossenes S.: weder Energie- noch Materialaustausch
adiabatisches S.: Energie-, aber kein W�rmeaustausch

→ Zustandsgr�§en sind makroskopische Mittelwerte mikroskopischer
Eigenschaften, die Zustand des Systems eindeutig beschreiben

extensive (additive) und intensive (nicht-additive) Zustandsgr�§en
sind zueinander konjugiert:
Volumen V ↔ Druck p
Teilchenzahl N ↔ Dichte ρ
W�rmemenge Q ↔ Temperatur T
→ intensive Gr�§en k�nnen lokal definiert sein, extensive nicht.

Ein System befindet sich im Gleichgewicht, wenn sich seine
Zustandsgr�§en mit der Zeit nicht mehr �ndern.

→ "Nullter" Hauptsatz der ThDyn.: "Im thermodynamischen Gleichge-
wicht besitzen alle Bestandteile eines K�rpers gleiche Temperatur."

→ Linearer Ausdehnungskoeffizient:

l T l T
T T

( ) = +( )=0
0

1 α
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→ Thdyn. Temperaturskala Kelvin-Temperatur: 0 K ≡ Ð 273.16...°C.

→ Druck: p = F⊥ /A; [p]= 1 N/m2 = 1 Pa (Pascal). 1 bar = 1 hPa
(1 at = 1 kp/cm2 =0.981 bar;
1 Torr = 1 mm Hg-S�ule; 760 Torr = 1 atm = 1.013 bar)

→ Ideales Gas ist einfaches Modellsystem (nur Massenpunkte, die
untereinander ausschlie§lich �ber eleastische St�§e wechselwirken)
Zustandsgleichung:

    

pV
T

= p'V '
T '

= const.

Referenzstoffmenge 1 mol: NA = 6.022 × 1023 Teilchen 
(Avogadrozahl)

Damit wird Ideale-Gas-Gleichung makroskopisch:

  pV = nRT  (n: Anzahl der Mole in V,

R: Universelle Gaskonstante)

mit R = 8.314 J/mol × K
É und mikroskopisch:

  pV = nNAkBT = NkBT (kB: Boltzmann-Konstante)

mit kB = 1.38 × 1023 J/K

→ ÒStandardbedingungenÓ: T0 = 273 K, p0 = 1 atm = 1.013 bar.
Damit ist f�r bestimmte Stoffmenge Volumen festgelegt. 1 mol
besitzt das ÒMolvolumenÓ:

V
RT
pm = 0

0

 = 22.4 l/mol.
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→ Barometrische H�henformel: Verteilung der Teilchendichte
N = N(h) und des Drucks p = p(h) in Gas im Schwerefeld

N h N
mgh

k TB( ) =
−

0e p h p
mgh

k TB( ) =
−

0e
folgt aus Eigengewicht des Gases unter Annahme von pV = nRT.
Exponentialfaktor ("Boltzmann-Faktor") setzt potentielle Energie
und thermische Energie zueinander ins Verh�ltnis. Je gr�§er Epot =

mgh, desto geringer Wahrscheinlichkeit, bei h Teilchen zu treffen.
→ Kinetische Gastheorie: Zusammenhang makroskopische Ð mikro-

skopische Gr�§en:

p v= 1
3

2ρ → v v
p

m = =2 3
ρ

É und mit pV = nRT:

E mv k Tkin B= =1
2

3
2

2
f�r einatomiges, Ideales Gas.

Gleichverteilungssatz: Jeder Freiheitsgrad f in System tr�gt im
Gleichgewicht die mittlere thermische Energie 1/2 kBT.
→ Gesamte thermische Energie eines Systems:

E
f

k Tth B=
2

→ Explizite Form der Geschwindigkeitsverteilung (Maxwell-Boltz-
mann-Verteilung):

F v v
m
k T

e
B

mv

k TB( )
/ /

= 





−
4

2
2

3 2 22

π
π

setzt thermische Energie kBT in gleicher Weise mit kinetischer Ener-
gie Ekin = m/2 v2  ins Verh�ltnis wie barometrische H�henformel mit
potentieller Energie Epot = mgh.
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→ W�rmekapazit�t eines Systems ist durch Anzahl der Freiheitsgrade f
bestimmt:

f f f ftransl rot vib= + +

Anzahl der Schwingungsfreiheitsgrade fvib = 2 × Anzahl der Eigen-
schwingungen, da potentielle und kinetische Energie separat z�hlen.

→ f = f(T), da nur Freiheitsgrade mit E < kBT angeregt werden.
QM: E (z.B. f�r Rotationen, Vibrationen) ist im molekularen Ma§-
stab quantisiert. → Bewegungszust�nde k�nnen "ausfrieren".
frot(Atom) = 0, frot(hantelf�rm. Molek.) = 2, frot(bel. Molek.) = 3

→ Thermische Energie notwendig f�r T-Erh�hung:

∆ ∆Q
M

m
f

k T
mol

B=
2

→ W�rmekapazit�t:

C
Q
T

M
m

f
k

mol
B= =∆

∆ 2
[C] = 1 J/K

auf Masse bzw. Molmasse bezogen:

c
f

m
k

mol
B=

2
, C N

f
k

f
Rmol A B= =

2 2
Bsp. W�rmekapazit�t f. Festk�rper: f = 6 (nur Vibrationsfreiheits-
grade, da keine Translation/Rotation der Molek�le gegeneinander)
→ Cmol = 3R (Regel von Dulong-Petit) ist f�r schwere Element-
kristalle (z.B. Pb) bei hohen T gut erf�llt.

Bsp. Wasser: Besitzt eine (relativ) komplizierte Molek�lstruktur
→ viele Rotations- und Vibrationszust�nde m�glich → hohe W�rme-
kapazit�t c = 4185 J/(kg K)
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→ F�r Reale Gase ber�cksichtige sowohl Eigenvolumen der Molek�le
als auch deren attraktive WW bei kleinen gegenseitigen Abst�nden.

    
p + a N

2

V 2






V − Nb( ) = NkBT Van-der-Waals-Gleichung

→ Phasen�bergang gas → fl�ssig!
Unterhalb Kritischer Tempera-
tur Tk besitzt Isotherme Be-

reich mit horizontalem Verlauf,
in dem Gas bei Kompression
zu Fl�ssigkeit kondensiert
(Phasen�bergang 1. Ordnung).
Expansion: Fl�ssigkeit ver-
dampft zu Gas. F�r steigende T
wird Koexistenzbereich schma-
ler, bis er bei Tk verschwindet.

→ Gas kann bei Kompression �ber Kondensationspunkt hinaus bzw.
Fl�ssigkeit bei Expansion �ber Verdampfungspunkt hinaus stabil
sein (unterk�hlte Gasphase/�berhitzte Fl�ssigkeit). Im Bereich, wo
vdW-Isotherme negative Kompressibilit�t zeigt, mu§ immer Phasen-
koexistenz herrschen.

→ VdW-Gleichung beschreibt Fl�che im p,V,T-Raum, auf der die nach
der Zustandsfunktion erlaubten Systemzust�nde liegen. Isotherme
ist Projektion entlang T-Achse, p,T-Diagramm (Isochore) ist Projek-
tion entlang V-Achse. Neben gas/fl�ssig-Koexistenz gibt es weitere
Koexistenzgebiete: gas/fest, fl�ssig/fest. Gas/fl�ssig/fest koexistieren
an genau einem Punkt im Phasendiagramm: Tripelpunkt T.

→ In Einphasengebiet sind jeweils 2 Variablen frei w�hlbar (w�hle p, V
→ T festgelegt), in 2-Phasenkoexistenzgebiet nur 1 Variable. Am
Tripelpunkt sind alle Variablen eindeutig festgelegt. → Bezug der
Kelvin-Temperatur auf Tripelpunkt von H2O.
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→ Virial-Entwicklung ist andere Methode, Abweichungen von idealem
Verhalten zu beschreiben:

    
pVm = RT ⋅ 1+ B

Vm
+ C

Vm
2 + D

Vm
3 +...





Virial-Koeffizienten B = B(p,T), etc. sind charakteristisch f�r unter-
suchtes Gas und werden mit zunehmender Ordnung immer kleiner.
Wegen B < 0 f�r kleine T (Anziehung zwischen Molek�len domi-
niert Nichtidealit�ten) und B > 0 f�r hohe T (Covolumen dominiert)
existiert Boyle-Temperatur TB mit B(TB) = 0, wo Ideale Gas-
Gleichung �ber weiten T-Bereich gut funktioniert.

→ Druck von Gas-Gemischen (Dalton'sches Gesetz):

  
pges = pA + pB = nA + nB( ) RT

V
→ Kondensierte Phasen: Thermischer Ausdehnungskoeffizient

    
α = 1

L0

∂L
∂T

[α] = 1/K

ist analog zu mechanischer Deformation

    L(T1) = L(T0 ) 1+ α∆T( ),        V (T1) =V (T0 ) 1+ γ∆T( )
mit γ = 3α: Volumen-Ausdehnungskoeffizient. Mit

    
κ = − 1

V 0

∂V
∂p

T

(Kompressibilit�t) gilt

    V (T , p) =V 0 1+ γ∆T − κ∆p( ).
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→ Mechanische Arbeit in der Thermodynamik:

  
W F si1 2→ = −∫

r r
d

1

2

(F
→

i: vom System ausge�bte Kraft!)

Gasexpansion:

    
W1→2 = − pdV

1

2

∫
Vorzeichenkonvention: ∆W < 0: vom System verrichtete Arbeit; ∆W
> 0: am System verrichtete Arbeit. Aber: W ist keine Zustandsfunk-
tion, weil vom Weg im Zustandsdiagramm abh�ngig; daher
differentielle Schreibweise:

    δW = − pdV
Allgemein: Energie ist stets Produkt aus intensiver und extensiver
Variable. Beispiel: p: intensiv, V: extensiv

→ W�rme ist Energieform, bei deren Zufuhr T eines Systems steigt.
Aber: Auch W�rme ist keine Zustandsfunktion.

    δQ = CdT (C: W�rmekapazit�t)

wie p = p(V) volumenabh�ngig ist C = C(T) temperaturabh�ngig.

    
Q1→2 = CdT

1

2

∫ = m cdT
1

2

∫ = n CmoldT
1

2

∫
→ Gesamte thermische Energie eines Systems ist Zustandsfunktion:

    
U = N ⋅ Ekin = N ⋅ f

2
kBT = nNA ⋅ f

2
kBT = n ⋅ f

2
RT

Wie Teilchen zu ihrer durchschnittlichen Energie <Ekin> gelangen
ist unerheblich. <Ekin> ist nur Funktion von T, einer eindeutig
definierten Zustandsvariablen.
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→ 1. Hauptsatz der Thermodynamik (Energiesatz):

    dU = δQ + δW
Im Unterschied zu Q und W ist Innere Energie U Zustandsfunktion.
"Im abgeschlossenen System ist Innere Energie konstant."

    dU = δQ
V

= mcVdT = nCV ,moldT und mit

    

dU
dT

= n f
2
R

    
CV ,mol = f

2
R

→ Wird bei Zustands�nderung p konstant gehalten, so ist die Enthalpie

  H =U + pV
besser zur Beschreibung von Zustands�nderungen geeignet. Da U
Zustandsfunktion ist (dU ist vollst�ndiges Differential), ist auch H
Zustandsfunktion.

    
dH = dU + pdV = dU − δW = δQ

p

    = mcpdT = nCp,moldT
mit

    
c p = 1

m
dH
dT p

, 
    
C
p,mol

=
1
n
dH
dT p

: spezifische/molare isobare WK

Schlie§lich folgt

    
C

p,mol
−C

V ,mol
= p
n
dV
dT

= R und damit: 

    
C

p,mol
= f
2

+1




R

→ CV,mol und Cp,mol, sowie der Adiabatenexponent γ

    
γ =

Cp,mol
CV ,mol

sind universell (nicht stoffabh�ngig) → durch Messung von C oder γ
k�nnen molekulare Eigenschaften bestimmt werden, z. B.
Molek�lform: f. Atomgas: f = 3, f�r Gas hantelf�rmiger Molek�le: f
= 5, f�r Gas nichtlinearer mehratomiger Molek�le: f = 6.
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→ In W�rmeenergie-Maschinen (z.B. Verbrennungsmotoren) laufen
thermodynamische Kreisprozesse ab: System wird �ber Serie von
Zustands�nderungen immer durch die gleichen Zust�nde getrieben.
Dabei kann W�rme in mechanische Arbeit (oder umgekehrt) gewan-
delt werden. Aber (1. HS):
"Es gibt keinen periodischen Proze§, bei dem in einem abgeschlos-
senen System netto Energie erzeugt wird (kein perpetuum mobile
erster Art)."

F�r Ideale Gase gilt dabei:
isotherme Expansion/Kompression:     dU = 0↔ δQ = −δW

    
W1→2 = −nRT lnV1

V 2

isobare Expansion/Kompression:     δW = − pdV

    Q1→2 = nCp,mol T2 −T1( )     W1→2 = −nR T2 −T1( )
    ∆U = Q1→2 +W1→2 = nCV ,mol T2 −T1( )
isochore Erw�rmung/Abk�hlung:     dU = δQ

    ∆U = Q1→2 = nCV ,mol T2 −T1( )
adiabatische Expansion/Kompr.:     dU = δW = − pdV

Zustandsgleichung:     pV
γ = const.

→

    

V1
V 2

= T2
T1







CV ,mol
R

, 

    

p2
p1

= T2
T1







C p,mol
R

, 

    

p2
p1

= V1
V 2







C p,mol
CV ,mol
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→ Bei realem Gas ist auch bei adiabatischer Expansion ∆U < 0, weil
Arbeit gegen die Anziehung der Teilchen untereinander geleistet
wird → T sinkt (Joule-Thomson-Effekt). F�r Van-der Waals-Gas:

    

µ JT = dT
dp

=
2a
RT − b
f
2

−1( )R < 0 f�r T > Ti = 2a/Rb,

aber µJT > 0 f�r T < Ti

→ Inversionstemperatur Ti: obere Grenze des T-Bereichs, wo Ab-
k�hlung bei Expansion. Anwendung: Gas-Verfl�ssigung (Linde).

→ Was unterscheidet reversible und irreversible Prozesse? W�hrend
bei Umkehrung eines reversibel gef�hrten Prozesses eingesetzte
Arbeit zur�ckgewonnen werden kann, geht sie bei irreversiblem
Proze§ verloren (Bsp.: irreversible Expansion). Verlorene Energie
erh�ht Entropie S des Systems.

    
dS = δQrev

T
= dU + pdV

T
Da U Zustandsfunktion, ist dies auch S. [S] = 1 J/K.
Zustands�nderung f�r Ideales Gas:

    
dS = nR 3

2
dT
T

+ dV
V







, 

    
∆S = nR 3

2
ln
T1
T0

+ lnV1
V 0







→ F�r Theorie d.Thermodynamik besonders wichtig: Carnot-Kreis-
proze§. Isotherme Expansion (T1), adiabatische Expansion, isoth.
Kompression (T2), adiabat. Kompression. Wirkungsgrad:

    
η =

− Wi
rev

i
∑
Qrev

=
Carnot

(T1 −T2 )
T1

= ∆T
T1

 h�ngt nur von T's

ab und ist maximal f�r zwei gegebene Temperaturen T1 und T2.
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→ 2. Hauptsatz d. Thermodynamik: ÒMechanische Energie kann nicht
durch vollst�ndige Umwandlung aus W�rme gewonnen werden.Ó
(Kein perpetuum mobile 2. Art) ↔

dS ≥ 0!
Bei Umkehr der Laufrichtung arbeitet (Carnot-)Kreisproze§ als
W�rmepumpe. Bei geringer Temperatur des kalten W�rmebades (T
~ 0 K) wird dieser Proze§ prinzipiell ineffizient: Unendlich viel
Energie mu§ aufgewendet werden, um K�rper nahe Nullpunkt
W�rme zu entziehen. Folgerung:
S T( )→ =0 0K (f�r einheitliche Stoffe!)

Aber: T = 0 K kann nicht erreicht werden!
→ Statistische Interpretation der Entropie:

S k WB= ln
Entropie eines Makrozustandes ist proportional zur Wahrscheinlich-
keit W, die sich aus der Summe der Mikrozust�nde ergibt, durch die
er realisiert werden kann. Diese Interpretation ist vollkommen �qui-
valent zur bisher verwendeten Entropie-Definition.
Beispiele: (a) freie Expansion eines idealen Gases (v →V):

∆S k N
V
v

nR
V
vB= =ln ln (> 0!)

(b) Mischung zweier idealer Gase:

∆S n R
n n

n
n R

n n

nm = +( ) + +( )
1

1 2

1
2

1 2

2

ln ln (> 0!)

(c) Temperaturausgleich zwischen K�rpern (vorher T T
2 1

> ):

∆S
f

R
T
T

T
Tm

m m= +



2 1 2

ln ln  (> 0, weil 
1 1

0
1 2

T T
− >  f�r T T

2 1
> !)

Alle Beispiele zeigen: Vorgang l�uft spontan ab, wenn ∆S > 0.
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→ Gleichgewichtsbedingungen der Thermodynamik (aus 1./2. HS):

    dU ≤ TdS − pdV = 0
→ Nat�rliche Variable von U = U(S,V) sind Entropie S und Volu-
men V. System ver�ndert sich unter adiabatisch-isochoren Bedin-
gungen spontan in Richtung kleinerer Werte von U solange bis U =
Umin. Analog:

    dH ≤ TdS +Vdp = 0 Enthalpie: adiabatisch-isobare Prozesse
und mit     F = F(T ,V ) =U −TS  (Freie Helmholtz-Energie):

    dF ≤ −SdT − pdV = 0 (isotherm-isochor)
bzw. mit     G = G(T , p) =U + pV −TS  (Freie Enthalpie):

    dG ≤ −SdT +Vdp = 0 (isotherm-isobar)

Beispiel: Gleichgewichtsverteilung von n Teilchen auf 2 Komparti-
mente (n*, n Ð n*) mit Energiedifferenz ∆E als Funktion von T

    n* = ne
−∆E

kBT Boltzmann-Verteilung!
→ Temperatur- und Druckabh�ngigkeit des Gibbs-Potentials G:

  

∂G
∂T

p

= −S  (stets < 0, weil S > 0)

  

∂G
∂p

T

=V  (stets > 0)

Abh. gro§ f�r Gase (S und V gro§), klein f�r kondensierte Phasen
→ molare Gibbs-Funktion f�r einheitliches System (nur 1 Teilchen-

sorte): Chemisches Potential µ = Gmolar. Ideales Gas:

    
µ( p) = µ0 + RT ln p

p0
ist zur Beschreibung offener Systeme geeignet. Verallgemeinerung:

    
µ i = ∂G

∂ni T ,p,n j≠ i



Experimentalphysik I/II, Wintersemester 1999/2000, Sommersemester 2000

Seite 49

→ Bei einer gegebenen Temperatur T ist diejenige Phase eines Stoff-
systems stabil, die bei T den geringsten Wert von µ hat. Ein Phasen-
�bergang findet dort stat, wo µ = µ(T,p) f�r beide Phasen den
gleichen Wert besitzt: µPhase1(T,p) = µPhase2(T,p).

→ Kondensierte Phasen stehen mit ihrem Dampf im Gleichgewicht,
weil stets einige Molek�le in Gasphase austreten und von der Gas-
phase in kondensierte Phase zur�ckkehren. Ist die Austrittsarbeit
∆W, so verl�uft die Dampfdruckkurve wie

    pD = p0e
−∆W

kBT

→ aus Steigung in Arrhenius-Auftragung, lnp(T) vs. (1/T), folgt ∆W.
Aus Betrachtung der molaren Volumina:

    

dp
dT

= ∆Hm

T
1

Vm
g −Vm

fl( ) = ∆Sm
∆Vm

folgt Verlauf der Koexistenzkurve im p,T-Diagramm (gilt auch f�r
andere Phasen-Koexistenzen).
→ Phasenkoexistenzkurven verlaufen exponentiell gekr�mmt mit

    
dp
dT

∝ 1
∆Vm

, wobei Steigung der Fk/Gas und Flkt/Gas-Koexistenz stets
flacher ist als Fk/Flkt-Koexistenz, weil ∆Vm gro§ f�r Gas. H2O:
Fk/Flkt-Koexistenz anomal gekr�mmt, weil Vm(Flkt) < Vm(Fk)
→ Anomalie des Wassers.

→ Im Allgemeinen gibt es viel mehr unterschiedliche Phasen eines ein-
komponentigen Stoffsystems als nur gas Ð fl�ssig Ð fest: Insbeson-
dere Festk�rper-Phasen weisen (bei hohen Drucken) eine gro§e
Vielfalt auf, die sich durch ihre molekulare Struktur unterscheiden
(→ Festk�rper-Physik). Daneben: Unterschiedliche Ordnungsph�no-
mene bei komplexen organischen Molek�len: Fl�ssigkristall-Phasen
(→ Molek�l-Physik).
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→ GibbsÕsche Phasenregel legt Varianz F (Freiheitsgrad ≡ Anzahl un-
abh�ngig voneinander ver�nderlicher Variablen) eines Systems fest:

F C P= + −2
(C: Anzahl der Komponenten, P: Anzahl koexistierender Phasen).

→ Zus�tzlicher Freiheitsgrad bei Mehrkomponentensystem: Molen-
bruch x. Dampfdruck verschiedener Komponenten ist additiv, aber
nur f�r Ideale L�sung linear in x. → Abweichung f�r reale L�sun-
gen, weil WW zwischen Molek�lart A & B ≠ WW zwischen A & A
(A: L�sungsmittel). F�r xB << 1 gilt RaoultÕsches Gesetz:

p p

p

n

n n
xA

A

B

A B
B

− = −
+

= −
0

0 (proportional zu Molarit�t)

→ M�glichkeit z. Molekulargewichtsbestimmung f�r gel�sten Stoff!
Dampfdruckerniedrigung bewirkt Siede- & Schmelzpunkterh�hung:

∆ ∆
∆ ∆

T p p T
V

H
x

RT

Hs
m

m
B

m

= −( ) ≈0 0
0
2

(∆Hm: Schmelz-/Siedeenthalpie, ∆Vm: Differenz molarer Volumina).
F�r Schmelzen von H2O: ∆Vm < 0 → Schmelzpunkt-Erniedrigung

→ Thermodynamik chemischer Reaktionen:
F�r Reaktion νi i

i

A∑ = 0 mit Freier Enthalpie der Reaktionspartner

Ai: G n G TStot i m i
i

misch= −∑ ,  (νi: Reaktionsst�chiometrie, ni: Konzen-

tration in Mol und G H TSm i m i m i, , ,= − : molare (Freie) Enthalpie und

Entropie der Reaktionspartner) ergibt sich aus Minimierung von Gtot

bzgl. der Reaktionskoordinate ξ (= Ma§ f�r Fortgang der Reaktion)
das Massenwirkungsgesetz:

 ∏ = ∑





∑







 ≡−

− ∑

i
i

i
i

i
i m i

n n
G

RT
Ki

i
ν

ν ν
exp

,
(K: Gleichgew.-Konst.)

Aus Arrhenius-Plot folgt Reaktions-Enthalpie ∆r
i

i m iH H= ∑ν , :
∂
∂
ln K

T

H

R
r

− = −1
∆

(vanÕt Hoff-Gleichung)
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→ Wird L�sung (Molenbruch xB) von L�sungsmittel (LM) durch semi-
permeable Membran getrennt, die nur f�r LM durchl�ssig ist, so
entsteht auf L�sungsseite zus�tzlicher Druck: osmotischer Druck.
ΠV n RTB= (vanÕt Hoff-Gesetz)

→ M�glichkeit zur Bestimmung des Molekulargewichts!
→ Nichtgleichgewichts-Thermodynamik → Transportprozesse f�r Ma-

terie (Diffusion), W�rme (W�rmeleitung) und Impuls (Viskosit�t)
Treibende Kraft f�r Teilchenstrom unter Konzentrationsgradient:

  

r
r rF
x

RT

c

c

xp T p T

= − = −∂µ
∂

∂
∂, ,

(c: Konzentration)

  
r
j D c= − ∇ (Teilchenstrom: 1. FickÕsches Gesetz)

D: Diffusionskoeffizient, [D] = 1 m2/s

  

r r
v

D

RT
F0 = (Driftgeschwindigkeit: Einstein-Beziehung)

∂
∂

∂
∂

c

t
D

c

x
=

2

2 (Diffusionsgleichung: 2. FickÕsches Gesetz)

→ L�sung der D.-Gleichung in 1 D f�r δ-Verteilung bei x = 0, t = 0:

c
N

V
x t

N

A Dt

x

Dt= =
−

( , ) 0 4

2

π
e (N0/A: Fl�chendichte bei t = 0)

Selbstdiffusion (Teilchen unter Seinesgleichen) ohne Konz.gradient:
x Dt2 3= (mittleres Verschiebungsquadrat in 3 D)

→ Analog: W�rmeleitf�higkeit λ:

  
r
j Ttherm = − ∇λ [λ] = 1 W/K¥m
∂
∂

λ
ρ

T

t c
T= ∆ (c: W�rmekapazit�t; 

λ
ρc

: W�rmeleitwert)

→ Zusammenhang zwischen Diffusion und Viskosit�t η:

D
k T

r
B=

6πη
(η: StokesÕsche Viskosit�t, r: Teilchenradius)

(Stokes-Einstein-Beziehung)
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Elektrostatik
→ Kraft zwischen zwei Ladungen (Coulombgesetz):

  

r r
F

q q
r

eel r= 1
4 0

1 2
2πε

mit ε0 = 8.859×10-12 C
2
/Jm

→ Influenz: Ladung induziert in el. Leiter wegen Verschiebung von
Ladungen stets anziehende Kraft.

→ Elektrisches Feld ist Raumeigenschaft um Ladung, die mit Test-
ladung q gemessen werden kann:

  

r r
r r

E r
F r

q
el( )

( )=

→ Elektrischer Flu§ (in Analogie zu Mechanik fluider Medien):

  
Φ = ∫

r r r
E r A( )d

Flu§ durch geschlossene Oberfl�che h�ngt nur von Gr�§e der einge-
schlossenen Ladungen ab (Gau§Õscher Satz):

  
Φ = = = =∫ ∫ ∫

r r r r
E r A E V r V

q

V

( ) ( )d div d d
1

0 0ε
ρ

ε
ρ: Ladungsdichte. F�r Punktladung folgt wegen Kugelsymmetrie:

E
A r

q
r

= = =Φ Φ
4 42

0
2π πε

und damit der numerische Vorfaktor des Coulombgesetzes.
→ Bei Verschiebung von Ladung im Feld E

→
 wird Arbeit verrichtet:

  

W F r q E r r q U
r

r

1 2 1 2

1

2

→ = − = − = − ⋅∫ ∫
r r r r r

r

r

d d( ) ,

wobei U die Spannung ist. Mit E
→

 = Ð grad U folgt

∆U = − ρ
ε0

Poisson-Gleichung
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→ Anwendung des Gau§'schen Satzes zur Berechnung von Feldver-
teilungen: Symmetrie Ladungsverteilung → Symmetrie von E.

(a) bel. kugelsymmetr. Ladungsverteilung: im Fernfeld ununterscheid-
bar von Punktladung gleicher Ladungsmenge:

    
E = Q

4πε0r
2

,

    
U = Q

4πε0r
(b) Inneres leitender (Hohl-)k�rper Ð geladen oder ungeladen Ð ist

feldfrei: → Faraday-Becher, -K�fig
(c) geladener Draht der linearen Ladungsdichte λ:

    
E = λ

2πε0r
,

    
U = − λ

2πε0
ln r

(d) E stets ⊥  zu Leiteroberfl�che: Verschiebbarkeit der Ladungen besei-
tigt E||. → Leiteroberfl�che ist �quipotentialfl�che. Metallfl�chen ho-
her Kr�mmung haben hohe Feldst�rke: "Abspr�hen" von Ladungen!

(e) "Bildladungen": Punktladung vor ebener Metallplatte verschiebt dort
Ladungen durch Influenz. → Feldverteilung, identisch mit der von 2
ungleichnamigen Punktladungen im Raum mit Leiteroberfl�che als
Symmetrieebene → Berechnung von E, F, U bes. einfach, z. B.:

    

E = 1
4πε0

q

2d( )2
→ Kapazit�t

  
C =Q

U
[C] = 1 C/V = 1 F (Farad)

ist nur von Gestalt der Ladungsverteilung abh�ngig. Z. B.
Plattenkondensator: C = ε0A/d.
→ Parallelschaltung von Kondensatoren: Cges = C1 + C2.
Serienschaltung: Cges

-1 = C1
-1 + C2

-1.
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→ Elementarladung aus MillikanÕs Schwebekondensator-Versuch:
e = 1.609É × 10-19 C.

→ Feldverteilung um Dipol mit dem Dipolmoment p→ = q l
→

:

  

r r
r r r r

E r
p r r pr

r
( ) = ⋅( ) −3

4

2

0
5πε

, E
p

rr = cosϑ
πε2 0

3 , E
p

rϑ
ϑ

πε
= sin

4 0
3

Kraft F
→

 und Moment M
→

 auf Dipol im Feld:

  
r r r

M p E= × ,   
r r r
F p E= ⋅grad  (Kraft nur im inhomogenen Feld,

  

grad
r
E
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=




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∂
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∂
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∂
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∂

: Tensor)

Kapazit�t eines Plattenkondensators mit Dielektrikum:

C
Q

U

A

d
= = εε0    mit dimensionsloser Dielektrizit�tskonstante ε.

An den Oberfl�chen des Dielektrikums entstehen Polarisations-
ladungen, die die Ladungen auf den Platten teilweise kompensieren
→ ε stets > 0. Dielektrische Polarisation:

  

r r r r r
P

dp
dV

E E Evak p= = − = −( ) =ε
ε

ε ε ε χ1
10 0

mit χp: dielektrische Suszeptibilit�t
Unterscheidung zwischen ÒechtenÓ und Polarisations-Ladungen
wird �berfl�ssig durch Einf�hrung der Dielektrischen Verschiebung

  
r r
D E= εε0 :        Aus  

  
div

r
E = ρ

εε0

  wird einfach    div
r
D = ρ !

→ Nur echte Ladungen sind Quellen von D
→

!
→ Molekulare Mechanismen, die zur Polarisation f�hren:

(a) Unpolare Atome/Molek�le: Verzerrung der (ohne Feld isotropen)
Ladungsverteilung → Verschiebungspolarisation

(b) Polare Molek�le: Reorientierung → Orientierungspolarisation
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→ Gr�§e der Verschiebungspolarisation h�ngt von molekularer Pola-
risierbarkeit α ab:

  
r r
P n Ev = α mit n: Anzahldichte der Molek�le im Dielektrikum

→ nα ε ε= −( )1 0     mit ε ε
ρ

α−( ) =1 0

M
NA         (Gase) und

ε ε
ε ρ

α0

1
2

1
3

−
+

=M
NA  (h�here Mat.-Dichten, Clausius-Mosotti)

(M: Molgewicht, ρ: Dichte) W�hrend Verschiebungspolarisation
Feld instantan folgt und temperaturunabh�ngig ist, wirkt bei Orien-
tierungspolarisation W�rmebewegung Reorientierung permanenter
Dipole p→p entgegen und folgt Feld verz�gert.
→ F�r Wechselfelder ist Gr�§e der Polarisation frequenzabh�ngig:
Bei hohen Frequenzen k�nnen Dipole Feld�nderung nicht mehr
folgen → ε(ν) sinkt mit steigendem ν (dielektrische Relaxation).

→ Allgemeiner Ausdruck f�r dielektrische Suszeptibilit�t:

χ ε ε αp
p

B

n
p

k T
= −( ) = +







1
30

2

→ Energiedichte des elektrischen Feldes:

w
W
V

DE= = 1
2

→ Im Stromkreis ist der elektrische Widerstand R = U/I ([R] = 1 V/A
= 1 Ω). Ein (idealisierter) Widerstand, f�r den R unabh�ngig von U
ist, hei§t OhmÕscher Widerstand. ρ = R A/l: spezifischer Widerstand
([ρ] = 1 Ωm); σ = 1/ρ: Leitf�higkeit.

→ Kirchhoff-Regeln: F�r Knoten und Maschen (verschiedene Strom-
wege zwischen zwei bel. Knoten) gilt Ii

i

=∑ 0 bzw. U1 = U2 É = Un

→ Parallel-/Serienschaltung: R Rges i
i

Para





−
= −∑

1
1; R Rges i

i

Serie
= ∑
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→ Gleichstromtechnik: Spannungsabfall �ber Verbraucher R wird
hochohmig und parallel zu R gemessen. Strom durch R wird nieder-
ohmig in Serie zu R gemessen. Um Verf�lschungen der Resultate
durch Me§ger�t im Stromkreis zu vermeiden, mi§t man stromlos in
einer Me§br�cke (z.B. Wheatstone-Br�cke).
Stromquellen besitzen Innenwiderstand Ri. → Klemmenspannung
Ukl = U0 Ð RiI h�ngt von Belastung ab. Maximale Leistung wird
Stromquelle entnommen bei R = Ri ("Leistungsanpassung").

→ Leistung im Stromkreis:

    
P =U ⋅ I =

R: ohm©sch

U 2

R
= RI 2

Mit Stromdichte

    
r r r
j E vel= =σ ρ  ( v→: Driftgeschwindigkeit d. Ladungstr�ger), d.h.

      
I j A

A

= ∫∫
r r
d folgt Kontinuit�tsgleichung:

      

r r r r
j r A r V

A V

( ) ( )∫ ∫= −d dρ bzw.       div
r
j = − Çρ
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→ Im (halb-)leitenden Festk�rper f�hrt die beim Durchlaufen einer
Spannung an den Ladungstr�gern verrichtete Arbeit im Wesent-
lichen nicht zu deren Beschleunigung, da sie ihre kinetische Energie
durch St�§e mit Rumpfionen wieder abgeben. → Ladungstr�ger im
Feld besitzen konstante Driftgeschwindigkeit vd.

    
r r
j n e vd= ⋅ ⋅ → 

    

r r r
v

ne
E Ed = =σ µ  mit

µ: Beweglichkeit der Ladungstr�ger; [µ] = 1 m2/Vs. Die thermische
Geschwindigkeit der Elektronen ist

    
vth = 3kBT

me
 ~ 105 m/s (Elektronenmasse me ~ 10-27 kg)

Betr�gt die mittlere freie Wegl�nge zwischen zwei St�§en l und die
mittlere freie Flugzeit τ = l/vth

, so wird

  
vd = − eE

me
τ

Beispiel Kupfer: vd ~ 4 × 10Ð5 m/s (<< vth!). → Geschwindigkeit
der Informations�bertragung entlang elektrischer Leitungen beruht
auf Ausbreitungsgeschwindigkeit des E-Feldes, nicht auf Ladungs-
transport!
Leitf�higkeit

    
σ = 1

2
e2nτ
me

 ist unabh�ngig von E (→ Ohm'sches Gesetz!)

und verh�lt sich zu W�rmeleitf�higkeit λ = 1/2 nvthlkB wie

    

λ
σT

= 3 kB
e






2

(Wiedemann-Franz-Gesetz).
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→ Temperaturabh�ngigkeit der Leitf�higkeit in Festk�rpern

    σ µ( ) ( ) ( )T n T e T= ⋅ ⋅
Metalle: Ladungstr�gerdichte n temperaturunabh�ngig, Ladungs-
tr�gerbeweglichkeit µ bestimmt durch Streuung an Phononen.

→
    

∂µ
∂T

< 0,     σ σ α( )T T= −( )0 1 .

Halbleiter: n ist stark temperaturabh�ngig (und dominiert T-Abh�n-
gigkeit von σ). Bandstruktur der Elektronenzust�nde: gebundenes
Elektron ben�tigt Energie ∆W (ÒBandl�ckenenergieÓ) um von Va-
lenzband in Leitungsband zu gelangen. Thermodynamik → Gleich-
gewichtszustand ist Boltzmann-verteilt:

→     σ µ( ) ( )T n e TW k TB= ⋅ ⋅−
0e

∆

Bei Leitern: Leitungsband teilweise besetzt; HL und Isolatoren: LB
unbesetzt; typisch: ∆W ~ 1 eV (HL), ∆W >3 eV (Isolator).

→ Energieskala in atomaren Systemen: 1 eV = 1.6 × 10-19 J;
Vergleich: kBT ~ 0.025 eV bei T = 300 K.
Halbleiter k�nnen intrinsische Leitf�higkeit besitzen oder mit
Fremdatomen dotiert sein. Dotierungs-HL: �bersch�ssige Elektro-
nen oder fehlende Elektronen (ÒL�cherÓ) gelangen leicht in LB (∆W
<< ∆W0) und stellen dort negative oder positive Ladungstr�ger dar.
Photoleiter: Energiereiche Strahlung → Ladungstrennung; freie
Ladungstr�ger werden im extern angelegten Feld ÒabgesaugtÓ.
Kontakt zwischen unterschiedlich dotierten HL f�hrt zu Feld �ber
Grenzfl�che und damit zu Verarmungsschicht an Ladungstr�gern.
Photodiode, Solarzelle: Wird in Verarmungsschicht durch Strahlung
Ladungstrennung bewirkt, so saugt intrinsisches Feld Ladungstr�ger
ab (keine externe Spannung f�r Betrieb n�tig!).
→ direkte Umwandlung von Licht in elektrische Energie
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HL-Diode: Externes Feld verbreitert oder verschm�lert Verarmungs-
schicht je nach Polung → Gleichrichterwirkung.
In Transistoren liegen zwei entgegengesetzt orientierte Verarmungs-
schichten in unmittelbarer N�he. Wird die erste (Emitter/Basis)
durch Spannung �berbr�ckt, so k�nnen Ladungstr�ger durch die
zweite (Basis/Kollektor) hindurch diffundieren. → Steuerung gro§er
Kollektorstr�me durch kleine Basisstr�me (Stromverst�rkung).
Leuchtdiode: Umkehrung des Photoleiter-Prinzips. Rekombination
von �ber Elektroden injizierten Ladungstr�gern → Lichtemission.

→ Stromleitung durch Elektrolyte:
Salze zerfallen in w�§riger L�sung in Anionen (negativ) und Katio-
nen (positiv geladene) Teilchen, die von Hydrath�lle umgeben sind
und im elektrischen Feld zur Anode (positive) bzw. Kathode (nega-
tive Elektrode) wandern. FaradayÕsche Gesetze: (1) an Elektroden
abgeschiedene Masse ist proportional zur transportierten Ladung.

A
M

Fz
=    (A: elektrochemisches �quivalent, M: Molmasse,

z: Wertigkeit des Ions; F = 96 500 C/mol: Faraday-Konstante)

(2) Von gleicher Ladung transportierte Massen verhalten sich wie
die chemischen �quivalente.

    m m A A1 2 1 2=
Leitf�higkeit:

σ µ µ= = +( )+ + + − − −
j

E
z n z n e (n: Volumen-Anzahldichte)

µ = (µ+ + µÐ) ~ 10-7 m2/Vs ist typischerweise 4 Gr�§enordnungen
kleiner als f�r Elektronen im Metall.
�quivalentleitf�higkeit Λ = σ/c nimmt mit steigender Konzentration
ab. Ursache: Dissoziationsgleichgewicht bei schwachen Elektrolyten

α κ κ= + −( )
2

1 4 1
c

c (OstwaldÕsches Verd�nnungsgesetz)


