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2.1 Typen

Eine mogliche Erweiterung von PL1 ist die Pradikatenlogik der 2. Stufe (PL2).

In PL2 kann nicht nur iiber Individuen, sondern auch iiber Merkmale von Individuen
quantifiziert werden. Zu den Grundausdriicken gehoren also neben Individuen- auch
Pridikatsvariablen (der 1. Stufe), die durch die Quantoren gebunden werden konnen.

Beispiele: VP[P(Hans')V ~P(Hans ')]
VP[EIx[Mensch'( ) A gut'(z) A P(z)] — P(Hans )]

Gib die natiirlichsprachlichen Sitze an, deren semantische Reprisentationen diese
Formeln sind.

In PL2 gibt es auflerdem Pridikatskonstanten, die von Merkmalen pridiziert werden konnen.

Beispiel: ~ Farbe'(rot')

Aber auch PL2 ist nicht ausdrucksstark genug, um die semantischen Strukturen der
natlirlichen Sprache erfassen zu konnen. Pridikatenlogiken einer beliebigen Stufe haben unter
anderem den Nachteil, dass keine Pridikatsmodifikatoren vorgesehen sind.

Die Typenlogik geht noch einen Schritt weiter: Sie ist eine Erweiterung von PL1, die beliebig
viele verschiedene Ausdruckstypen, d.h. eine unendliche Menge von Kategorien von
Ausdricken enthilt.

In der Typenlogik werden die Ausdriicke - dhnlich zur Einteilung von natiirlichsprachlichen
Ausdriicken in syntaktische Kategorien N, NP, V, VP, A, AP etc. — so in Typen eingeteilt,
dass

o der Typ eines Ausdrucks zu erkennen gibt, mit Ausdriicken welchen Typs er sich
verbinden kann und welchen Typ der daraus resultierende komplexe Ausdruck hat,
und

e die Zuordnung von Denotationen zu den Ausdriicken parallel zu ihrer
Typeneinteilung erfolgt.

Die (syntaktischen) Typen der logiksprachlichen Ausdriicke kénnen als semantische Typen
jener naturlichsprachlichen Ausdriicke betrachtet werden, deren Bedeutung sie reprisentieren.

Die Typenlogik griindet sich auf die mathematische Theorie einfacher Typen von Bertrand
Russell (Principia mathematica, 1910-1913). Thre Entwicklung diente dazu, die nach ihm benannte
Paradoxie in der naiven Mengenlehre zu vermeiden.
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2.1 Typen

Basistypen

Bei der Typeneinteilung von Ausdriicken wird von folgenden Basistypen ausgegangen:

o ¢ (als Abkiirzung fir ensin)
o ¢ (als Abkiirzung fiir #uth valne)

Fiir die nicht-logischen Grundausdriicke und fiir die Formeln von PL1 ergeben sich damit
folgende Typzuweisungen:

e ist der Typ eines Individuenterms (einer Individuenkonstanten oder -variablen), d.h. eines
Ausdrucks, dessen mogliche Denoatationen Individuen (oder Entitdten) sind.

t ist der Typ einer Formel, d.h. eines Ausdrucks, dessen mdogliche Denotationen
Wahrheitswerte sind.

Beispiel: bewundern'(Hans',Maria')
e e

t

Die moglichen Denotationen von Pridikaten (Pridikatsvariablen oder -konstanten) sind
weder Entitdten noch Wahrheitswerte.

Was sind die Typen von Pridikaten?

Die Pradikatstypen sollen anzeigen, mit wie vielen Ausdriicken welchen Typs die Pridikate
sich verbinden miissen, um einen Ausdruck vom Typ ¢ zu ergeben. Fiir Pridikate werden
also komplexere Typen benétigt.

1-stellige Pradikate der 1. Stufe

(e,ty ist der Typ eines 1-stelligen Pridikats der 1. Stufe, d.h. eines Ausdrucks, der angewandt
auf einen Ausdruck vom Typ e einen Ausdruck vom Typ ¢ ergibt:

(e,ty+e = ¢ (einmalige Typ-,Kiirzung’)

Ein Ausdruck vom Typ (e,t) kann damit als eine Funktion e — ¢ von Ausdriicken vom Typ
e in Ausdriicke vom Typ t angesehen werden.

Beispiel:
¢ S

N
VANNRVAN

Maria lacht

|
lachen’(Maria’)

(‘3 <67‘t>

Maria’ lachen’
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2 Theorie der semantischen Typen

2-stellige Pradikate der 1. Stufe

Hypothese:  (ee,t) ist der Typ eines 2-stelligen Pridikats der 1. Stufe.

Beispiel:
t S
|
bewundern’(Hans’,Maria’) N
e S NP VP
<6, 6, t) (‘3 (‘3 A /\
| , 5 ., Hans NP N
bewundern’ Hans’  Maria i bewundert
Maria
Problem: Die Struktur der semantischen Reprisentation des natiirlichsprachlichen Satzes
ist nicht parallel zu seiner syntaktischen Struktur.
Alternative:

(e(e,t)) ist der Typ eines 2-stelligen Pridikats der 1. Stufe, d.h. eines Ausdrucks, der

angewandt auf einen Ausdruck vom Typ e zunichst einen Ausdruck vom Typ (e,t) und
danach angewandt auf einen weiteren Ausdruck vom Typ e einen Ausdruck vom Typ ¢

ergibt:

((e,(e,t>>+e)+e = (et)y+e =t (zweimalige Typ-,Kiirzung’)

Beispiel:
t S
|
bewundern’(Maria’))(Hans’ /\
( A( )) (Hans’) NP VP
e (e,d) VAN
‘ Hans NP Vv

|
Hans’  bewundern’(Maria’)

N
¢ (e(e,t))

Maria’ ! ;
bewundern

bewundert

Maria

Im Weiteren wird generell eine zur syntaktischen Struktur parallele binire Struktur der
semantischen Reprisentation von natiirlichsprachlichen Ausdriicken vorausgesetzt. Das fithrt
zu einer neuen Darstellungsweise von PL1-Formeln mit mehrstelligen Pridikaten.

Notation: (...(7"(7,))...(T,), oder einfacher,

7' (1,). (1)) »

b n
statt bisher 7" (7 ,...,7,)
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2.1 Typen

Die neue, funktionale Darstellung (auch: Schonfinkel-Darstellung oder ,Schonfinkelisierung’,
nach Moses Schonfinkel, 1889-1942) ist nur eine Notationsvariante der bisherigen, relationalen

Darstellung.

Beispiel:
(bewundern'(Maria'))(Hans'), oder einfacher,
bewundern'(Maria")(Hans'),

statt bisher bewundern'(Hans', Maria")

3-stellige Pradikate der 1. Stufe

<e,<e,<e,t>>> ist der Typ eines 3-stelligen Pridikats der 1.Stufe, d.h. eines Ausdrucks, der

angewandt auf einen Ausdruck vom Typ e zunichst einen Ausdruck vom Typ (e,(e,t)) , dann

angewandt auf einen weiteren Ausdruck vom Typ e einen Ausdruck vom Typ (e,t) und

schliefllich angewandt auf einen dritten Ausdruck vom Typ e einen Ausdruck vom Typ ¢
ergibt:

((<e, <e,<e, t>>> + e) + e) +e = (<e, (e, t>> + e) +e = {(et)+e = ¢ (dreimalige Typ-,Kiirzung’)

Beispiel: .

((geben’(das Buch’))(Maria’))(Hans’)

/\

€ {e,t)

| s \
Hans (geben’(das_Buch’))(Maria’)

N

¢ {e,{e,1))

I ; |
Maria geben’(das_ Buch’)

7

das_‘Buch’ (eleded)

geben’

Die funktionale Darstellung der konstruierten Formel in (i) bzw. (ii) ist wieder dquivalent zu
ihrer relationalen Darstellung in (ii1).

()  ((geben'(das _Buch'))(Maria"))(Hans")
(i) = geben'(das Buch')(Maria')(Hans')
(i) = geben'(Hans' Maria',das _Buch')
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2 Theorie der semantischen Typen

Allgemein kann ein Ausdruck vom Typ (a,b) als eine Funktion a — b von Ausdriicken vom
Typ a in Ausdriicke vom Typ b angesehen werden, d.h. (a,b)(a) = b .

Die Kombination einer Funktion mit einem Argument des passenden Typs geschieht tiber die
Operation der funktionalen Applikation.

Regel der funktionalen Applikation (FA)

Wenn « ein Ausdruck vom Typ (a,b) und (3 ein Ausdruck vom Typ a ist, dann ist
a(f3) ein Ausdruck vom Typ b.

Im Beispiel mit geben' wird FA also dreimal angewandt.

Modelltheoretische Grundlagen

Die Typeneinteilung der Ausdriicke und ihre funktionale Kombinatorik korrespondieren zu
entsprechenden Verhiltnissen im Bereich der modelltheoretischen Interpretation. Diese
Korrespondenz lisst sich explizit darstellen.

Die Denotationen von Pridikaten werden nun nicht mehr als Mengen von Individuen oder
von Tupeln von Individuen aufgefasst, sondern als Funktionen einer jeweils passenden Art.
Eine Interpretation in der Funktionsnotation fithrt dabei aber letztlich zum selben Ergebnis
wie die in der bisherigen Mengennotation.

Allgemein werden Pridikate als Funktionsausdriicke, jene Ausdriicke, auf die sie jeweils
angewandt werden, als Argumentausdriicke betrachtet.

Fiir 1-stellige Pradikate der 1. Stufe, d.h. Ausdriicke vom Typ (e,t) wird statt einer Menge von
Individuen die charakteristische Funktion dieser Menge als Denotation gewihlt.

Was ist die charakteristische Funktion einer Menge?

Ein Ausdruck vom Typ (e,t) bezeichnet eine Funktion von der Diskursdomine D in die
Menge der Wahrheitswerte {0,1}.

Die Mengen- und die Funktionsnotation der Denotationen von Pradikaten sind dquivalent.
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2.1 Typen

Beispiel:

Denotation von lachen' in Mengennotation:

D
Bart

Lisa

Peter

\

[lachen ™

Denotation von lachen' in Funktionsnotation:

D
[lachen]™:
Bart
Lisa —|
i
Peter ——— [0
Hans — % 1
Maria
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2 Theorie der semantischen Typen

2.2 Typenlogik (TL)
2.2.1 Syntax von TL
Menge der Typen

Neben den beiden Basistypen enthilt TL eine unendliche Menge von abgeleiteten,
funktionalen Typen, die jeweils die Form eines geordneten Paares haben.

D2.1 Typen von TL

1
2
3

4

e ist ein Typ.

t ist ein Typ.

Wenn a und b Typen sind, dann ist auch (a,b) ein Typ.
Nichts sonst ist ein Typ von TL.

~ A~ A~~~
N N N N

Welche der folgenden Kombinationen sind Typen, welche nicht?

(1), (eet) (0l (eehiet)
Beispiele:

@) (et), {elet)), (edelet), (L1), (e0.0), (ee), (et et
0) (e {(efe.t (o)) » ({(teeN{{lethe)let)))

Fir welche Ausdriicke stehen die angegebenen Typen?

Typen wie die unter (a) sind solche, die tatsichlich fir die semantische Analyse der
nattirlichen Sprache gebraucht werden.

Jeder der funktionalen Typen besteht aus zwei Komponenten, die ihrerseits wieder komplex
sein konnen. Dadurch ergibt sich generell eine binire Hierarchie der semantischen
Reprisentationen, die der bindren Hierarchie der Syntax natiirlichsprachlicher Ausdricke
entspricht.

Vokabular

Die Menge der nicht-logischen Grundausdriicke von PL1 wird um Variablen und Konstanten
jeden Typs erweitert.

Das Vokabular von TL enthalt:
(1) fur jeden Typ a eine unendliche Menge VAR, von Variablen des Typs a

allgemein: Variablen des Typs a v,, (n>1)
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2.2 Typenlogik (TL)

speziell: Variablen des Typs e (IV): Ty Yy 2, T 5

Variab}en des Typs (e,t): P.Q"R\P,...
(1-stellige PV der 1. Stufe)

Variablen des Typs <e,<e,t>>: P*.Q* R, P, ...
(2-stellige PV der 1. Stufe)

Variablen des Typs <e,<e,<e,t>>>: P’Q% R, P?,...
(3-stellige PV der 1. Stufe)

Variablen des Typs ((e.t).t): POR,P,...
(1-stellige PV der 2. Stufe)

(2) fiir jeden Typen a eine unendliche Menge CON” von Konstanten des Typs a

allgemein: Konstanten des Typs a € (n21)

speziell: Konstanten des Typs e (IK): Hans', Leipzig',...

Konstanten des Typs (e,t): lachen',...,Frau',...,rot',...,
(1-stellige PK der 1. Stufe) unten',...
Konstanten des Typs (e (e,t)): ~ essen',..., Freundin',...,

- ! !
(2-stellige PK der 1. Stufe) grofer',...,auf',...
Konstanten des Typs geben',..., zwischen',...

<e,<e,<e,t>>> :
(3-stellige PK der 1. Stufe)
Konstanten des Typs <<e,t>,t>: Farbe',...

(1-stellige PK der 2. Stufe)

(3) Konnektoren: ANV, e
(4) Quantoren: v,3

5) Identititssymbol: =

)

(
(6) technische Hilfszeichen: ()]

Syntaktische Regeln

Im Unterschied zu PL1 wird in TL allgemein definiert, was ein wohlgeformter Ausdruck
(abgekiirzt: wfA) eines bestimmten Typs ist.
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2 Theorie der semantischen Typen

D2.2 Wohlgeformte Ausdriicke von TL

(1)  Wenn « eine Variable oder Konstante vom Typ a ist, dann ist « ein wfA vom
Typ a.

(2)  Wenn « ein wfA vom Typ (a,b) ist und § ein wfA vom Typ a, dann ist ()
ein wfA vom Typ b (Regel der funktionalen Applikation FA).

(3) Wenn ¢ und ¢ wiAe vom Typ ¢ sind, dann sind —¢, (¢ A ¥),(¢ V ), (¢ — )
und (¢ < ¢) wiAe vom Typ t.

(4)  Wenn « und 3 wiAe desselben beliebigen Typs sind, dann ist (a«=0) ein wiA
vom Typ t.

(5) Wenn ¢ ein wfA vom Typ ¢ ist und v eine Variable beliebigen Typs ist, dann
sind Vv[¢] und Jv[¢] wiAe vom Typ t.

Die Menge der Formeln, d.h. der wohlgeformten Ausdriicke vom Typ ¢, wird damit
gegeniiber PL1 wesentlich erweitert.

Beispiele:
(a) Farbe'(rot")
(b) VPQE]x[PQ( )(Maria")Vv P*(z)(Hans")]
© VPP (e, ) Plle, ) — (e, =6,,)]
d) 3PP (7‘025 JAP(grin' )]
(€ Jv, P(v,)(c,)
Gib die Typen der in den Formeln vorkommenenden wohlgeformten Ausdriicke an.

Auflerdem werden unendlich viele verschiedene wohlgeformten Ausdricke zugelassen, die
keine Formeln sind.

Beispiele:  Hans', lieben'(Maria'), zeigen'(Leipzig'),...
Gib die Typen dieser wohlgeformten Ausdriicke an.

Angenommen, z ist vom Typ e, Q ist vom Typ (e,t) und R ist vom Typ ((e,t),t).
Welche der folgenden Ausdriicke sind wohlgeformt, und falls ja, von welchem Typ

sind sie?
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Ubungen

Ubungen

U2.1 Sei = ein Ausdruck vom Typ e, P ein Ausdruck vom Typ {e,t), F' ein Ausdruck
vom Typ <<e,t>,<e,t>> und R ein Ausdruck vom Typ <(e,t>,t>.

U2.2

(1)

(i1)

Sind die folgenden Zeichenreihen wohlgeformte Ausdriicke?

Von welchem Typ muss « dann sein, damit die folgenden Zeichenreihen
wohlgeformte Ausdriicke sind?

Koénnen «, 8 und v Typen zugeordnet werden, so dass sowohl (a(3))(y) als auch
a(B(vy)) wohlgeformte Ausdriicke sind?
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