Turingmaschinen

e Das Konzept der Turingmaschine wurde von dem
Englischen Mathematiker Alan M. Turing (1912 -
1954) ersonnen.

Formale Sprachen

und
Automaten

Turingmaschinen,
Typ-0- und Typ-1-Grammatiken

e Der Aufsatz Turing (1936) hat die Berechnbarkeits-
theorie begriindet und damit den Grundstein fiir die
theoretische Informatik gelegt.
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Turingmaschinen 2

e Die Turingmaschine (TM) ist im Prinzip das Modell
eines modernen Computers und kann alles, was ein
solcher Computer kann.

e Wie PDAs und EAs haben TMn ein Eingabeband,
das von einem Kopf abgetastet wird.

e Wie PDAs und EAs andern TMn ihren Zustand in
Abhangigkeit von der gelesenen Eingabe.

e \Was TMn von PDAs und EAs unterschiedet:

1. Der Kopf kann sowohl nach links als auch nach
rechts verschoben werden.
2. Der Kopf kann sowohl lesen als auch schreiben.

e Deterministische und nicht-deterministische Turing-
maschinen sind dquivalent.
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TM: Intuitives Beispiel

o [y = {wH#wlw € {0,1}*}

e Was eine TM M; macht, wenn sie L, akzeptiert:

1.

Scannt das Eingabeband von links nach rechts,
um zu iberpriifen, dass auch nur ein Symbol #
auftaucht.

. Fahrt zick-zack tUber das Band zwischen korre-

spondierenden Positionen auf jeder Seite von
# hin und her, um zu iberpriifen, dass diese
Positionen mit demselbem Symbol gefiillt sind.
Wenn die Symbole nicht iibereinstimmen, dann
lehnt M; die Eingabe ab.

Loscht die schon iiberpriiften Symbole.

. Wiederholt das Verfahren solange, bis alle Sym-

bole links von # geldscht sind.

. Uberpriift, ob rechts von # noch Symbole iibrig

sind. Wenn ja, lehnt My ab, wenn nein, akzeptiert
M.
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TM: Intuitives Beispiel 2

o Ly ={a*"|n >0}

e Was TM M5 macht, wenn sie Lo akzeptiert:

1.

Geht von links nach rechts und I6scht jedes zweite
a.

Wenn nur ein a auf dem Band ist, akzeptiert Ms.
Wenn die Zahl der as ungerade ist und groBer als
1, dann weist M5 die Eingabe zuriick.

Kehrt zum linken Rand der Eingabe zuriick.
Beginnt wieder mit Punkt 1.
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o [,

TM: Intuitives Beispiel 3

o = {a"b"c"|n > 0}

e Was TM M3 macht, wenn sie L3 akzeptiert:

1.
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Geht von links nach rechts; wenn kein Symbol
auf dem Band ist, dann aktzeptiert Ms3.

Kehrt zum linken Rand des Bandes zuriick.
Wenn es as gibt, ersetzt M3 das linkeste durch
ein . Wenn nicht, dann akzeptiert M3, falls es
keine bs und cs gibt, sonst weist M3 zuriick.
Wenn es bs gibt, dann ersetzt M3 das linkeste
durch ein x, sonst weist M5 zuriick.

Wenn es cs gibt, dann ersetzt M3 das linkeste
durch ein x, sonst weist M5 zuriick.

Beginnt wieder mit Punkt 2.



Formale Spezifikation der
Turingmaschine

e Eine (deterministische) Turingmaschine M ist ein
6-Tupel (K,X,T,6,s,0); dabei ist

1. K ein endliche Menge von Zustanden

2. 2. das Eingabealphabet

3. I' D X das Arbeitsalphabet

4. 6 : K xT — K xT x {L,R, N} die Ubergangs-
funktion

5. s der Startzustand

6. O € (I' — X) das Blank

e 0 muss nicht fiir jedes Paar aus K x I" definiert sein.
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Formale Spezifikation der
Turingmaschine 2

e Intuitiv bedeutet 0(q,a) = (¢, b, x):

Wenn sich M im Zustand ¢ befindet und

unter dem Kopf das Symbol a steht, dann

geht M im nachsten Schritt in den Zustand ¢/,
iiberschreibt a mit b und

fiihrt dann die Kopfbewegung x € {L, R, N} aus,
wobei

(a) L fiir links,

(b) R fiir rechts und

(c) N fiir neutral (also stehenbleiben) steht

ok W=
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Konfiguration einer TM Konfiguration einer TM 2

e Eine Konfiguration einer TM M ist ein Element e Eine TM M startet mit einer Eingabe x € X* auf
ke l™KI™. dem Eingabeband.

e Wie immer ist die Konfiguration eine Momentauf- e Der Kopf ist am Anfang iliber dem ersten Zeichen
nahme der Maschine. von x plaziert.

Dies ist dargestellt durch die Startkonfiguration szx.

e k = aql wird so interpretiert, dass

1. af der nicht-leere bzw. schon besuchte Teil des
Bandes ist

2. q der Zustand ist, in dem sich M gerade befindet

3. der Kopf von M sich iiber dem ersten Symbol
von 3 befindet

Alle Felder des Eingabebandes, welche nicht mit
Eingabesymbolen € 3 beschrieben sind, enthalten
0.
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Konfigurationen einer TM 3 Akzeptierte Sprachen

e Die Relation =}, verbindet zwei Konfigurationen
einer TM in beliebig aber endlich vielen Schritten.
3, ist der reflexiv-transitive Abschluss von ;.

e Die Relation ), zwischen zwei Konfigurationen von
M ist definiert wie folgt:

® 1. amgby.. b Fum e Eine Berechnung der Linge n von M ist eine

1. ai...amq'cbs...by, Sequenz von Konfigurationen kg, k1, ..., k, mit n >
wenn 5(q,bl) = (q’,c,N),m > O,n > 1 0, so dass ]{?0 l_M ]fl |_M kg }_M .. |_M kn
2. a1...amcqba... by,
wenn 6(q,b1) = (¢',¢, R),m > 0,n > 2 e Die von einer Turingmaschine M akzeptierte Spra-
3. a1...am-19"amchs ... by, che ist definiert als T'(M) = {w € ¥*|sx 3, aqypl
wenn §(q,b1) = (¢',c, L),m >1,n>1 wobei o, 3 € I'*,v € I" und ¢ ist nicht definiert fiir
q und a}.

e Es fehlen noch zwei Sonderfalle:
e Das heiBt, M akzeptiert w, wenn M anhdlt, da es

1. ar...amgbi Fapoar ... apeqd, wenn (g, b1) = keinen weiteren Ubergang gibt. M lehnt die Eingabe
(¢, ¢, R) ab, wenn M unendlich weiterrechnet.
(n =1, M lauft nach rechts und trifft auf ein O)

2. gby...b, Far q'Ocba...b,, wenn §(q,b1) = e Eine Sprache L heiB turingakzeptierbar genau
(¢'sc, L) dann, wenn es eine Turingmaschine gibt, die L
(m = 0, M lauft nach links und trifft auf O) akzeptiert.

— Typeset by Foil TEX — 11 — Typeset by Foil TEX - 12



Beispiel TM

o Sei My =(K,X,T,6,qo,0) eine TM mit

1. K ={q,q1}

2. ¥ ={a,b}

3. I'(DO ¥) ={a,b,0}

4. ¢ ist definiert wie folgt:

6(qo,a) = (q,b,N)
6(q0,) = (q1,a,N)
6(q,8) = (q1,0,N)
5((]17 a) = (q07 a, R)
5<Q17 b) = (QO7 b7 R)

e M, transformiert von links nach rechts as in bs und
umgekehrt, bis M; das erste O findet.

e M, lasst O unverandert, wechselt in Zustand ¢; und
halt an, da d nicht fiir (¢1, 0) definiert ist.
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Beispiel TM 2

Da der Kopf sicher irgendwann O liest, halt M
immer an.

Enthielte § aber etwa die Abbildung d(q1,0) =
(¢1,0,R), dann wiirde M; immer weiter laufen,
wenn sie einmal das rechte Ende der Eingabe er-
reicht hat.

Etwas dhnliches konnte man erreichen durch die
Abbildung §(q1,0) = (q1,0,N) (nur wiirde sich
der Kopf nicht mehr bewegen).

Oft werden Turingmaschinen mit finalen Zustanden
definiert, und Akzeptanz durch Anhalten und Er-
reichen eines finalen Zustandes. Diese Definitionen
sind dquivalent.
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Beispiel TM 3 Entscheidbare Sprachen

Sei My, = (K, X, T.6 O) eine TM mit
e Sei My = (K,X,T',0,q0,0) eine mi e Eine TM M = (K,%,T,4,s,0, F) mit einer Men-

1. K={q0,q1} ge von finalen Zustanden F' C K entscheidet
2. ¥ ={a,b} eine Sprache L C X* wenn fiir jede Kette w € ¥*
3. I'(D %) ={a,b,0} gilt:

4. ¢ ist definiert wie folgt: ) o _
5(go,a) = (qu,a,R) 1. Wenn w € L, dann halt M in einem finalen
5(q0,0) = (90,0, R) custand an e
5(go,0) = (go,0,R) 2. Wenn w ¢ L, dann halt M in einem nicht-finalen
5(gi,a) = (qu,a,R) Zustand an
5(Q17 b) = (QIa b7 R)

e Eine TM M, die eine Sprache L entscheidet muss
e Was M5 macht: bei beliebigen Eingaben (w € L oder w ¢ L)

o _ _ schlussendlich immer anhalten.
1. M, bleibt in gy solange sie bs liest.

2. Wenn M5 ein a liest wechselt sie in ¢; und liest
weiter, bis sie das erste O findet und dann anhalt.

3. Liest M5 O in Zustand qq, halt M5 nicht an.

4. T(M) = {w € {a,b}*|w enthdlt wenigstens ein

a}

e Eine Sprache L heiB turingentscheidbar genau
dann, wenn es eine Turingmaschine gibt, die L
entscheidet.
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Entscheidbare Sprachen 2

e Die TM M5 kann man konvertieren in eine TM

M, die dieselbe Sprache entscheidet, welche M,
akzeptiert (entferne die Abbildung §(qo,0) =
(go, 0, R) und mache g; zum einzigen finalen Zu-
stand).

Frage: Kann eine solche Konversion immer mecha-
nisch durchgefiihrt werden (z.B. durch eine Turing-
maschine)?

Antwort: Nein! Das heiBt, es gibt Sprachen, die tu-
ringakzeptierbar sind, aber nicht turingentscheidbar.
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Berechenbare Funktionen

TMn werden oft als Werkzeug angesehen, um Funk-
tionen zu berechnen.

Eine Funktion f : X* +— X* heiBt turingberechen-
bar, falls es eine (deterministische) TM M gibt, so
dass fiir alle z,y € X* gilt:

f(x) =y genau dann, wenn
sz, O0...0gy0. .. 0,

wobei g, € F' und M hilt an.
x ist die Eingabe und y die Ausgabe.

Wenn M eine Sprache L entscheidet, dann berech-
net M die charakteristische Funktion von L.

Eine Funktion f heiBt rekursiv, wenn es eine TM
M gibt, so dass M f berechnet und bei jedem Input
halt.
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Berechenbare Funktionen 2

Wenn M fiir bestimmte Eingaben nicht anhalt, dann
ist die Funktion fiir diese Eingaben nicht definiert.

M berechnet in diesem Fall eine partiell rekursive
Funktion.

Anders gesagt: M kann in eine Schleife geraten
und rechnet unendlich lange weiter.

Solange M nicht angehalten hat, wei man nicht,
ob

1. M im nachsten Moment anhalten wird
2. M immer weiter rechnen wird

e Man nennt den Wertebereich einer solchen Funktion
(der eine Menge, eine Sprache ist) in so einem Falle
semientscheidbar.
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Numerische berechnenbare Funktionen

Eine Funktion f : N* +— A heiBt turingberechen-
bar, falls es eine (deterministische) TM M gibt, so
dass fiir alle nq,...,ni,m € N gilt:

f(ny,...,nk) = m genau dann, wenn

s bin(nq)#bin(n)# . .. #bin(ng) F3y
O...0¢gbin(m)d...0,

wobei g, € F', M bei jeder Eingabe hilt und bin(n)
die binare Darstellung der Zahl n ist.
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Rekursiv aufzahlbare Sprachen

Man kann eine TM auch als Generator betrachten.

Sei M eine TM, deren Eingabe die unare Kodierung
der natiirlichen Zahlen ist (n as stehen fiir Zahl n).

M generiert jeweils die Kette w (welche etwas an-
deres als as enthalten kann), die nach einer Berech-
nung auf dem Eingabeband steht (die Ausgabe).

Die Menge aller dieser Outputketten, mit den
natlirlichen Zahlen als Input, nennt man eine von
M rekursiv aufziahlbare Menge.

Eine Sprache L ist rekursiv aufzahlbar genau dann,
wenn es eine TM M gibt, die L semientscheidet
(dquivalent: M turingakzeptiert L).
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Synopsis

e Die folgenden Festellungen sind dquivalent.

1. L wird von einer TM akzeptiert.

2. L wird von einer TM semientschieden.

3. L wird von einer TM rekursiv aufgezahlt.

4. L ist der Wertebereich einer partiell rekursiven
Funktion.
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Rekursive und rekursiv aufziahlbare
Mengen

e Theorem: Eine Sprache L ist rekursiv genau dann,
wenn sowohl L als auch L rekursiv aufzdhlbar (tu-
ringakzepierbar) sind.

e Theorem: Die rekursiven Mengen sind genau die
turingentscheidbaren Mengen.

e Theorem: Die rekursiven Mengen sind genau die
Mengen, die rekursive charakteristische Funktio-
nen haben.

e Theorem: Die rekursiv aufzahlbaren Mengen sind
genau die Mengen, die partiell rekursiv charakte-
ristische Funktionen haben.
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Synopsis 2

e Die folgenden Festellungen sind dquivalent:

1. L ist eine rekursive Menge.
2. L ist turingentscheidbar.
3. L und L sind rekursiv aufzidhlbar.

4. L hat eine charakteristische Funktion, die (total)

rekursiv ist.
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Typ-0-Grammatiken Typ-0-Grammatiken 2

e Bei einer unbeschriankten Grammatik G = e Beispiel 1: Sei G; = {V,X,R,S} eine Typ-0-
{V,X,R,S} gilt: die IS jeder Regel muss minde- Grammatik, wobei
stens ein Nichtterminal enthalten. 1.V ={S,A,B,C,a,b,c}
2. ¥ = b
° Z/Ian nenr_ll’i solche Grammatiken auch Typ-0- 3 R :{{ng f}SABC,S — ¢, AB — BA,BA —
rammatiken. AB,AC — CA,CA — AC,BC — CB,CB —

BC,A — a,B—b,C — ¢}
e Typ-0-Grammatiken konnen Sprachen generieren,

die nicht kontextfrei sind. e (&1 generiert die Sprache L = {w € {a,b,c}*| An-
zahl der as, bs und cs ist gleich }.

e (1 geht folgendermaBen vor:

1. Zunachst generiert G1 (ABC)"

2. G1 permutiert die generierten Nichtterminale
(durch Regeln wie BA — AB etc.).

3. SchlieBlich werden die Nichtterminale in Termi-
nale umgewandelt.
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Typ-0-Grammatiken 3

e Beispiel 2: Sei G = {V, 3, R, S} vom Typ 0.

1.
2.
3.

V =1{S,S'A, B, #,a,b}

¥ ={a,b}

R={S — #S'#,5 — aAS",S" — bBS’,
S’ — €, Aa — aA, Ab — bA, Ba — aB,
Bb — bB,#a — a#t, #b — b,

At — a0, B — #b, 44 — )

e G, generiert L = {ww|w € {a,b}*} wie folgt:

1.

Zunachst generiert Go aAs und bBs zwischen
zwei Grenzsymbolen #.

Dann wandern die Nichtterminalsymbole nach
rechts, hiipfen iiber die Grenze # und werden zu
Terminalsymbolen.

Die Terminale hiipfen iiber das linke #.
SchlieBlich werden die beiden nun aneinander-
grenzenden Symbole # aufgelost.
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e Theorem: Die

Typ-0-Grammatiken und
Turingmaschinen

Sprachen, die von Typ-0-

Grammatiken generiert werden, sind genau die Spra-
chen, die von Turingmaschinen akzeptiert werden
(also die rekursiv aufzihlbaren Sprachen).

e Es gilt also, dass folgende Feststellung dquivalent
sind:

=W

L wird von einer TM akzeptiert.

L wird von einer TM semientschieden.

L wird von einer TM rekursiv aufgezahlt.

L ist der Wertebereich einer partiell rekursiven
Funktion.

L wird von einer Typ-0-Grammatik generiert.

e Konsequenz: Typ-0-Sprachen sind nicht generell
entscheidbar.
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Linear beschrankte TMn

Angenommen der linke und der rechte Rand der
Eingabe einer TM ist durch die Grenzsymbole [ und
] markiert.

Eine TM M heiBt linear beschrankt, wenn fir alle
aias . ..anp—1a, € X7 und alle Konfigurationen agf3
mit sla1as .. .an—1ay,) Fi; agp gilt: |af] = n.

Das heiBt: Linear beschrinkte TMn (IbTMn)
konnen den Teil des Eingabebandes, auf dem die
Eingabe steht, niemals verlassen.

Die von einer |IbTM akzeptierte Sprache
ist definiert als T(M) = {aias...an_1a, €
Y*slaras ... an—1a,] Fi; agB, wobei a,f €
I'*,q € F und M hilt an }

Es ist nicht bekannt ob deterministische und nicht-
deterministische IbTM aquivalent sind!
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Typ-1-Grammatiken und IbTMn

Fir kontextsensitive Grammatiken, die man auch
Typ-1-Grammatiken nennt, gilt: jede Regel ist von
der Form aAB — a3, wobei 1) # e.

Bei Typ-1-Grammatiken muss also die rechte Seite
einer Regel mindestens so lang sein, wie die linke
Seite.

Typ-1-Grammatiken koénnen Sprachen generieren,
die nicht kontextfrei sind.

Theorem: Die Sprachen, die von Typ-1-
Grammatiken generiert werden, sind genau die Spra-
chen, die von nichtdeterministischen IbTMn akzep-
tiert werden.

— Typeset by Foil TEX — 30



Die Chomskyhierarchie

e Kontextfreie Grammatiken nennt man auch Typ-2-
Grammatiken, reguldre Grammatiken auch Typ-3-
Grammatiken.

e Die Einteilung in Typ-0-, Typ-1-, Typ-2- und Typ-
3-Grammatiken geht auf Noam Chomsky zuriick.
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Die Chomskyhierarchie 2

Typ-0-Sprachen =
turingakzeptierte Spra-
chen

~

kontextsensitive =
nichtdeterministische
IbTM-akzeptierte
Sprachen

kontextfreie =
nichtdeterministische
PDA-Sprachen

~

deterministische
PDA-Sprachen

regulire = Typ-
3-Sprachen

\
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Ubersicht
Konzepte

regulare Grammatik
Typ-3 | DEA

NDEA

regularer Ausdruck
Det.kf. | deterministischer Kellerautomat
Typ-2 | kontextfreie Grammatik

nichtdeterministischer Kellerautomat
Typ-1 | kontextsensitive Grammatik

linear beschrankte Turingmaschine
Typ-0 | unbeschrankte Grammatik

Turingmaschine
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Ubersicht 2

Nicht-/Determinismus
Nichtdet. Automat | Det. Automat | dquivalent?
NDEA DEA ja
PDA DPDA nein
IbTM det. IbTM ?
™ det. TM ja

Abschlusseigenschaften

Schnitt | Verein. | Kompl. | Prod. | Stern

Typ-3 | ja ja ja ja ja
det.ktf. | nein nein ja nein nein
Typ-2 nein ja nein ja ja
Typ-1 ja ja ja ja ja
Typ-0 | ja ja nein ja ja
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Ubersicht 3 Literatur

Turing, Alan M. (1936): 'On computable numbers

Entscheidbarkeit with an application to the Entschiedungsproblem’,
Wortproblem | Leerheitsproblem Proceedings of the London Mathematics Society
Tvp-3 | ja ja 2(42), 230-265.
det.ktf. | ja ja
Typ-2 | ja ja
Typ-1 | ja nein
Typ-0 nein nein
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