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(1) Grammatik:

Eine Grammatik ist ein Quadrupel <V;,Vy,S,R>, wobei gilt:

a. V7 = Vokabular (Alphabet) der terminalen Symbole;

b. Vy = Vokabular (Alphabet) der nicht-terminalen Symbole (V7 und Vy sind
disjunkt);

c. S = Startsymbol;

d. R = endliche Menge von Regeln der Form 1) — w, wobei ¢y und w Ketten
sind.
Interpretation der Regeln: Wenn 1) irgendwo als Teilkette auftritt, kann es
durch w ersetzt werden und so eine neue Kette erzeugen.

(2) Sprache (Chomsky (1957, 13)):
Eine Sprache ist eine (potentiell infinite) Menge von Ketten von terminalen Sym-
bolen (= Sitzen), die durch eine Grammatik erzeugt werden.

(3) Beispielgrammatik:

a. Vr ={ab}
b. Vy = {S,AB}
c. SeVy
(S — ABS )
S — e
AB — BA
d- R= BA — AB
A — a
\ B - b Vs
Notationskonvention:

Kleibuchstaben: terminales Alphabet; Grofbuchstaben: nicht-terminales Alphabet.
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(S — ABS )
S - e
R_ AB — BA
BA — AB
A — a
\ B - b V

(4) Erzeugung von ‘abba’:

S = ABS

ABS =— ABABS
ABABS — ABAB
ABAB — ABBA
ABBA — ABbA
ABbA = aBbA
aBbA = abbA
abbA — abba

PR, e e o

Bemerkung:
Diese Grammatik erzeugt die Sprache L.

(5) Lo: {x € {a,b}* | x enthélt die gleiche Anzahl von a’s und b’s}

Kleene-Stern:
A* bezeichnet die Menge aller Ketten, die iiber dem Alphabet A gebildet werden
konnen (der Abschluss oder ‘Kleene-Stern’ auf einer Menge von Ketten).

Baume:
Syntaktische Baume erfiillen eine Reihe von Wohlfgeformtheitsbedingungen.

(6) Bedingung der singuldren Wurzel:
In einem wohlgeformten Strukturbaum gibt es genau einen Knoten, der jeden
anderen Knoten dominiert.

(7) Exklusivititsbedingung:
In einem wohlgeformten Strukturbaum gilt fiir alle Knoten x und y: x und y
stehen in einer Prizedenzbeziehung P (d.h., entweder <x,y> € P, oder <y,x> €
P) gdw. x und y nicht in einer Dominanzrelation D stehen (d.h., es gilt weder
<x,y> € D, noch <yx> € D).

(8) Bedingung der Nicht-Verwirrung:
In einem wohlgeformten Strukturbaum gilt fiir alle Knoten x und y: Wenn x y
vorangeht, dann gehen alle Knoten, die von x dominiert werden, allen Knoten, die
von y dominiert werden, voran.
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Von Grammatiken zu Bdumen:
Die durch grammatische Regeln erzeugten Ketten korrespondieren Strukturbdumen.

(9) Eine Grammatik (mit Regeln der Art A — 1) erzeugt einen Baum gdw. wenn
gilt:

a. Die Wurzel ist mit dem Startsymbol der Grammatik gelabelt.

b. Die Kette, die durch die gemif der Prizedenzrelation geordneten Blitter des
Baumes gebildet wird, ist eine Kette von terminalen Symbolen der Gram-
matik.

c. Fiir jeden Teilbaum der Form [y «; ... «a, | im Baum (wobei A ay ... «,
unmittelbar dominiert) gibt es eine Regel A — a5 ... a, in der Grammatik.

(10) Beispielgrammatik:

a. Vr = {ab}

b. Vy = {S,A,B}

c. SeVy

(S — AB

A — aAb

d. R= A — e
B — Bb
B — b

\ V

(11) Erzeugte Baume:

a. [s[aafae]b][e[sb]b]]
b. [s[ael[sb]l

c. [slaellslsb]bl]l

d. [slaafae]b][sbl]l
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Die Chomsky-Hierarchie

Beobachtung:
Gemaf der Art der zugelassenen Regeln unterscheiden sich Grammatiken beziiglich
ihrer generativen Kapazitiat (Méachtigkeit).

(12) Beschrankungen fiir Regeln:
a. Typ-0-Grammatiken:

b. Typ-1-Grammatiken:

Jede Regel hat die Form aAf — a3, wobei ¢ # e.
c. Typ-2-Grammatiken:

Jede Regel hat die Form A — .
d. Typ-3-Grammatiken:

Jede Regel hat die Form A — xB oder A — x.

Es gilt:

(i) a, 3, ¥ sind beliebige Ketten (u.U. leere) iiber der Vereinigung der terminalen und
nicht-terminalen Alphabete.

(ii) A, B sind nicht-terminale Symbole.

(iii) x ist eine Kette von terminalen Symbolen.

Bemerkung:

o Typ-0-Grammatiken < unbeschrinkte Ersetzungssysteme

e Typ-1-Grammatiken < kontextsensitive Grammatiken

o Typ-2-Grammatiken < kontextfreie Grammatiken

e Typ-3-Grammatiken < reguldre Grammatiken (finite state grammars)

(13) Festlegung:
Eine Sprache ist vom Typ n gdw. wenn sie generiert wird von einer Grammatik

vom Typ n.

Konsequenz:

Eine Sprache kann von mehr als einem Typ sein. Ly z.B. kann durch eine Typ-0-
Grammatik erzeugt werden (namlich die in (3)); aber auch durch eine (kontextfreie)
Typ-2-Grammatik.

(5) Lo: {x € {a,b}* | x enthélt die gleiche Anzahl von a’s und b’s}
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(14) Typ-2-Grammatik:

(3) Typ-0-Grammatik: a. Vp = {ab}
b. Vy = {S,AB}
a. Vp = {ab} ooaty
b. Vy = {S,A,B} : Yoo
c. Se€Vy N
(S — ABS ) S aB
S e S — DbA
AB — BA B — b
d R=19 pa AB d R={ B — bS
—
A A — a
B ‘z A — aS
\ ’ A — bAA
| B — aBB |

(15)  Pumping-Lemma fir requldre Sprachen:
Wenn L eine infinite regulidre Sprache iiber dem Alphabet X ist, dann gibt es
Ketten x, y, z € ¥*, so dass y # e und xy"z € L, fiir alle n>0.

Bemerkung (s.o.):
3* bezeichnet die Menge aller Ketten, die iiber dem Alphabet > gebildet werden
konnen (der Abschluss oder ‘Kleene-Stern’ auf einer Menge von Ketten).

Beobachtung:
Mit dem Pumping-Lemma kann man nachweisen, dass eine Sprache nicht regular ist.
(Technik: Modus tollens)

(16) Modus tollens:
a. Wenn A, dann B.
b. Nicht B.
c. Es folgt: Nicht A.

Frage:

Ist Ly in (17) eine reguldre Sprache? Hier miissen alle Ketten aus n Symbolen a
bestehen, denen n Symbole b folgen. Falls ja, dann muss es fiir jedes n ein x, y, z
geben, so dass xy”z in L ist.

(17) L, = {a"b" | n>0}

(18) Drei mdgliche Belegungen fiir y:
a. y = eine Anzahl von a’s, der eine Anzahl von b’s folgt.
b. y = eine Anzahl von a’s.
c. y = eine Anzahl von b’s.
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(15) Pumping-Lemma fir requldre Sprachen:
Wenn L eine infinite regulére Sprache iiber dem Alphabet Y ist, dann gibt es
Ketten x, y, z € X*, so dass y # e und xy"z € L, fiir alle n>0.

(17) L; = {a"b™ | n>0}

1. Fall:
(i)xyz > x=e,y=ab,z=¢ ~ ab
(ii) xyyz - x =e,y = ab,z =e¢ ~ *abab
2. Fall:
(i)xyz—>x=e,y=a,z=>b ~ ab
(ii) xyyz - x =e,y =aa,z=D>b ~ *aab
3. Fall:

(i)xyz - x=a,y=Db,z=c¢e ~+ ab
(ii) xyyz - x =a,y = bb,z=e ~» *abb
Resultat:

L, ist keine reguldre Sprache, weil y nicht hochgepumpt werden kann (und die resul-
tierende Kette dann immer noch Teil der Sprache ist) — entweder wird beim Hoch-
pumpen die Reihenfolge von a,b problematisch, oder die relative Anzahl von a’s und
b’s.

(17) Ly = {a"b" | n>0}

Frage:
Ist Englisch (Deutsch, etc.) eine reguldre Sprache?

Beobachtung:
Der Schnitt einer regulidren Sprache mit einer regulidren Sprache liefert wieder eine
regulére Sprache.

Strategie:

Englisch wird mit einer bekannt reguléren Sprache geschnitten; wenn das Pumping-
Lemma die resultierende Sprache als nicht regulér erweist, ist bewiesen, dass Englisch
nicht regular ist.

(19) Relativsdtze im Englischen:
a. The cat died.
b. The cat the dog chased died.
c. The cat the dog the rat bit chased died.
d. The cat the dog the rat the elephant admired bit chased died.

(20) Form dieser Sitze:
(the + N)n (Vtrans)nil Vintrans
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(21) a. A = {the cat, the dog, the rat, the elephant, ...}
b. B = {chased, bit, admired, ate, befriended, ...}

Bemerkung:
L, ergibt sich aus dem Schnitt von Englisch und der reguliren Sprache L3 =
A*B*{died}

(22) Ly = a"b"'died |a € Aund b € B

Frage:
Was sagt das Pumping-Lemma zu L,?

(15) Pumping-Lemma fir requldre Sprachen:
Wenn L eine infinite regulére Sprache iiber dem Alphabet Y ist, dann gibt es
Ketten x, y, z € X*, so dass y # e und xy"z € L, fiir alle n>0.

(22) Ly, =a"b" 'died|a € Aund b € B

Antwort:
Wie vorher ldsst sich y nicht hochpumpen, ohne entweder die Abfolge oder die relative
Anzahl zu zerstéren, die von Lo gefordert werden.

Konklusion:
L, ist nicht reguldr, und damit auch nicht Englisch. Also miissen Grammatiken fiir
natiirliche Sprachen sein.

Stand der Dinge:

Genau dies ist die Annahme bei : Grammatiken sind kontextfrei, aber
nicht méchtiger. (Grammatiken mit Transformationen des klassischen, 60er-Jahre-
Typs sind unbeschrinkte Ersetzungssysteme.)

Ausblick:

Seit den Achtzigerjahren weiff man, dass natiirliche Sprachen stirkere Grammatiken
als kontextfreie bendtigen. Der Beweis rekurriert auf ein Pumping-Lemma fiir
kontextfreie Sprachen, und er basiert (u.a.) auf sog. ‘cross-serial dependencies’ im
Schweizerdeutschen. Das Grundmuster ist aber ganz dhnlich: Mehrere verschrinkte
Abhéngigkeiten setzen komplexere Grammatiken voraus.

Streitpunkt:
Es ist umstritten, ob generative Kapazitéit aus linguistischer (nicht: mathematischer)
Perspektive iiberhaupt ein taugliches Mittel zur Bewertung von Grammatiken ist.
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