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Motivation: In der ersten Aufgabe sollen Sie die Sturm-Liouville Differentialgleichung in eine
Form bringen, die für Beweise sehr wichtig ist. In den letzten beiden Aufgaben sollen Sie Ver-
trautheit mit elementaren Begriffen der Funktionalanalysis gewinnen. Die Funktionalanalysis
ist eine Verallgemeinerung von Begriffen der Linearen Algebra auf Funktionenräume, d. h. auf
Räume, deren Elemente keine Vektoren in Cn sind, sondern deren Elemente Funktionen sind.
In der zweiten Aufgabe führen wir den Begriff der linearen Unabhängigkeit von Funktionen ein.
In der dritten Aufgabe sollen Sie die lineare Unabhängigkeit an einem Beispiel anwenden und
den Begriff der Basis wiederholen.

6. Transformierte Sturm-Liouville Gleichung 6 Punkte

Wir betrachten die lineare gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
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p(x)

d
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u(x)

)
+ q(x)u(x) = λw(x)u(x) , (∗)

wobei u(x) auf dem Intervall (a, b) definiert ist und p(x) > 0, w(x) > 0. Für x0 ∈ (a, b) existiert
eine Koordinatentransformation

y : (a, b)→ (A,B) , y(x) :=

∫ x

x0

(
w(t)

p(t)

) 1
2

dt ,

wobei A =
∫ a
x0

(w(t)/p(t))1/2dt und B =
∫ b
x0

(w(t)/p(t))1/2dt. Weiterhin definieren wir eine neue
Funktion

v(y) := f(x)u(x) ∀x ∈ (a, b)

:= f(x(y))u(x(y)) ∀y ∈ (A,B).

Zeigen Sie, dass die Gleichung (∗) durch geeignete Wahl der Funktion f(x) in die Form

d2

dy2
v(y) + r(y)v(y) = λv(y) (∗∗)

gebracht werden kann. Bestimmen Sie die Funktionen f(x) und r(y).

Hinweis 1: Ein möglicher Lösungsweg besteht darin, die Definition von v und y in Gleichung
(∗∗) einzusetzen und einen Koeffizientenvergleich mit Gleichung (∗) durchzuführen.

Hinweis 2: Für die Lösung dieser Aufgabe ist es ausreichend r(x(y)) im Endergebnis als Funktion
r(x) auszudrücken, d. h. die Abbildung x = x(y) muss nicht explizit bestimmt werden.
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7. Eigenfunktionen 3 Punkte

Ein Sturm-Liouville Operator L hat n verschiedene Eigenwerte λi und n zugehörige Eigenfunk-
tionen ui(x) mit Lui(x) = λiui(x). Zeigen Sie, dass die Eigenfunktionen ui(x) linear unabhängig
sind.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass die Funktionen linear abhängig sind, d. h. un(x) =
∑n−1

i=1 αiui(x)
für alle x. Benutzen Sie nur diese Annahme und die Operator-Eigenfunktionsgleichung und
zeigen Sie, dass die Annahme zu einem Widerspruch führt.

8. Eigenfunktionen und Basis 4 Punkte

Die Funktionen vn(x) = sin(nx) mit n ∈ Z>0 und wn(x) = cos(nx) mit n ∈ Z≥0 sind Eigenfun-

tionen des Sturm-Liouville Operators − d2

dx2 für x ∈ [0, 2π] zu den periodischen Randbedingungen
u(0) = u(2π) und mit den Eigenwerten λn = n2.
Aus Aufgabe 7 folgt, dass die {vn} und die {wn} jeweils linear unabhängig sind. Man kann
darüber hinaus sogar zeigen, dass die Menge {vn, wn} linear unabhängig und vollständig ist.
Dass heißt, es gibt keine weitere stetige Funktion f mit f(0) = f(2π), welche nicht als Linear-
kombination

f(x) =
∑
j>0

αjvj(x) +
∑
k≥0

βkwk(x)

darstellbar ist.
Wir betrachten beispielhaft die Menge der Funktionen {v1, . . . , v5, w0, . . . , w5}. Zeigen Sie,
dass die Funktionen

(a) f3(x) = sin3(x) ,

(b) f4(x) = sin4(x) ,

(c) f5(x) = sin5(x)

als Linearkombination

fi(x) =
5∑

j=1

αjvj(x) +
5∑

k=0

βkwk(x) (∗ ∗ ∗)

darstellbar sind. Bestimmen Sie die αj und βk. Kann man diese Entwicklung auch für f2(x) =
cos2(x) durchführen? In Analogie zur Linearen Algebra kann man die Funktionen vj und wk mit
den Basisvektoren e eines 11-dimensionalen Vektorraumes identifizieren. Wie würde man in der
Linearen Algebra die αj und βk nennen?
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