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15. Variationsmethode 1+1+1+2 Punkte

Betrachten Sie die Funktion e
¢(-T) :'/\/’675(?)

mit o > 0 fiir z € R mit der Gewichtsfunktion w(x) = 1.
(a) Normieren Sie die Funktion v durch geeignete Wahl von .

(b) Bestimmen Sie

<x2> = /OO dx Y(z)z*Y(x) .

<(ZZ> — /Z dr w(x)j;w(x) :

(d) Benutzen Sie die Variationsmethode um das o zu bestimmen, welches

(c) Bestimmen Sie

fiir w > 0 extremiert. Zeigen Sie, dass der Extremwert ein Minimum ist und geben Sie das
Minimum min(Ay) an.

16. Methode der kleinsten Quadrate 2+2+2+42 Punkte

Sei (V,(:|-)) ein Skalarproduktraum und {v1, ...} ein Orthonormalsystem. Eine wichtige Auf-
gabe der mathematischen Physik besteht darin, eine gegebene Funktion u € V durch eine Li-
nearkombination s,, = Y ;" ; Agvr moglichst gut im Quadratmittel zu approximieren, das heiit
die A\ so zu wahlen, dass

[ = sml|
moglichst klein wird. Hierbei ist || ... || die durch das Skalarprodukt induzierte Norm.
(a) Bestimmen Sie die A\, fiir k=1, ..., m.



(b)

17.

Zeigen Sie, dass fiir die normierten trigonometrischen Funktionen und das Skalarprodukt

(flg) = / " de *(2)g(x)

—T

die Ag gerade die Fourier-Koeffizienten sind.

Sei
r 23
u(z) = 5 18 fir « € [-m, 7] .
Bestimmen Sie das minimale m und {\1, ..., Ay} fiir das Orthonormalsystem der trigo-

nometrischen Funktionen aus Aufgabe 10 (Blatt 4) so, dass

[ — s> < 0,006 .

Sei u wie in (c) und sei (V,(:|-)) ein Skalarproduktraum, wobei V' ein Vektorraum von
Funktionen f: R — C ist und das Skalarprodukt (-|-) definiert ist als

& 1 2
= dr ——e "2 f*(2)g(x
(flg) - [ (@)g(x)
fir alle z, y € V.
Bestimmen Sie die {1, ..., A4} fiir das Orthonormalsystem

22 —1 3 — 3x xt—622+3

volz) =1, wvi(x)=z, wvx)= 7 v3(z) = N va(z) = N7

Bestimmen Sie ||u — sy |-

Randwertproblem 0+0 Punkte

Zeigen Sie, dass das Randwertproblem
"(x) + —1 =A 0,1
u'(z) 4I2u(x) u(x), z € [0,1]

mit den Dirichlet-Randbedingungen u(0) = u(1) = 0 fiir A = 0 genau eine nicht-triviale
Losung besitzt.

Losen Sie das Randwertproblem
—(1— 2" () + z/ (z) = Mu(z), z€[-1,1]

mit den Dirichlet-Randbedingungen u(—1) = u(1) = 0.



