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28. Kugelflächenfunktionen 2+5 Punkte

Zeigen Sie, dass die Kugelfunktionen

Ylm(θ, ϕ) ≡ (−1)(m+|m|)/2Pl|m|(cos θ)e
imϕ

[
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

]1/2
die in Teil (a) und (b) angegebenen Relationen erfüllen und beachten Sie Anleitung und Hinweise.

(a) Zeigen Sie mithilfe der Orthogonalitätsrelation für die zugeordneten Legendre-Polynome
Pl|m|(z) die Orthogonalitätsrelation für Kugelfunktionen:

∫ π

0
dθ sin θ

∫ 2π

0
dϕ Y ∗lm(θ, ϕ)Yl′m′(θ, ϕ) = δl,l′δm,m′ .

(b) Zeigen Sie, dass sich die Vollständigkeit der Kugelfunktionen – also die Existenz der Ent-
wicklung f(θ, ϕ) =

∑∞
l=0

∑+l
m=−l flmYlm(θ, ϕ) – durch die Vollständigkeitsrelation

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

Y ∗lm(θ, ϕ)Ylm(θ
′, ϕ′) =

1

sin θ
δ(θ − θ′)δ(ϕ− ϕ′) (1)

ausdrücken lässt. Zeigen Sie dazu, dass die linke Seite der Gl. (1) für alle (θ, ϕ) 6= (θ′, ϕ′)
verschwindet und für (θ, ϕ) = (θ′, ϕ′) divergiert. Zeigen Sie weiterhin, dass die linke Seite
der Gl. (1) die Filter-Eigenschaft der δ-Funktion realisiert.

Hinweis: Verwenden Sie in Teil (b) das Additionstheorem für Kugelfunktionen,

+l∑
m=−l

Y ∗lm(θ, ϕ)Ylm(θ
′, ϕ′) =

2l + 1

4π
Pl(cos γ), γ = ]

(
(θ, ϕ), (θ′, ϕ′)

)
,

sowie die erzeugende Funktion der Legendre-Polynome:

1√
1− 2u cos θ + u2

=

∞∑
l=0

ulPl(cos θ) .
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