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31. Drehimpuls-Operator 3+2 Punkte

Teilchen, die weder miteinander noch mit einem äußeren Potential wechselwirken, werden in der
Quantenmechanik durch die Schrödingergleichung

−∇2ψ(r) = Eψ(r) (1)

beschrieben, wobei r den Ortsvektor im R3 bezeichnet. Die Energie E des Teilchens ist eine
gegeben Zahl > 0.

(a) Beweisen Sie, dass der Operator der kinetischen Energie in Kugelkoordinaten die folgende
Gestalt hat
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Hierbei ist
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der Operator für das Quadrat des Drehimpulses.

Hinweis: Starten Sie von

−L2 = (r×∇)2 =
∑
i

∑
jk

εijkxj∇k

(∑
lm

εilmxl∇m

)
und nutzen Sie die Identität

∑
i εijkεilm = δjlδkm − δjmδkl.

(b) Zeigen Sie, dass die Funktionen

ψklm(r) =

√
2k2

π
jl(k|r|)Ylm(θ, ϕ), k =

√
E

Lösungen der Schrödingergleichung (1) sind. Hierbei bezeichnen

jl(ρ) = (−ρ)l
(

1

ρ
∂ρ

)l sin ρ

ρ

die sphärischen Besselfunktionen und

Ylm(θ, ϕ) ≡ (−1)(m+|m|)/2Pl|m|(cos θ)eimϕ
[

2l + 1

4π
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]1/2
die Kugelflächenfunktionen.
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32. Zugeordnete Laguerre Polynome 2+2+2 Punkte

Die zugeordneten Laguerre-Polynome sind definiert als

Lνn(x) =
n∑
k=0

(
n+ ν

n− k

)
(−x)k

k!
.

(a) Zeigen Sie die Rodriguez-Formel

Lνn(x) =
1

n!

ex

xν
dn

dxn
(
xn+νe−x

)
.

Hinweis: Gehen Sie analog zur Herleitung für die Legendre-Polynome vor.

(b) Beweisen Sie die erzeugende Funktion

∞∑
n=0

Lνn(x)tn =
1

(1− t)ν+1
e−

xt
1−t .

(c) Beweisen Sie die Rekursionsrelation

Lνn(x) = Lν+1
n (x)− Lν+1

n−1(x).
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