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0. Einleitung 

 

Mit Wachstumsvorgängen ist der Mensch bereits in urgesellschaftlichen Entwick-

lungsstufen vertraut gewesen, das Verb "wachsen" (altindisch: vaks) gehört zum 

Urbestand der indogermanischen Stammsprache und dennoch sollte es Jahrhundert-

tausende dauern, ehe Naturwissenschaftler begannen, Wachstum zu definieren und 

systematisch zu untersuchen (SCHARF, 1980). Eine allgemein anerkannte Wachs-

tumsdefinition fehlt bis dato, praktikabel erscheint die Definition Ludwig von BERTA-

LANFFY's, der schreibt: "Als 'Wachstum' werden jene Veränderungen eines leben-

den Systems bezeichnet, die sich als quantitativ meßbare Größenänderung, im all-

gemeinen als eine Zunahme, darstellen lassen." (BERTALANFFY, 1957). 

 

Die ersten Versuche zur mathematischen Durchdringung von Wachstumsprozessen 

reichen bis ins frühe 19. Jahrhundert zurück. Die Vielzahl der seitdem vorgeschlage-

nen Ansätze ist ein Indiz dafür, daß sie alle Unzulänglichkeiten aufweisen bezie-

hungsweise nur beschränkte Gültigkeit haben. PEIL (1981) bezeichnet die direkte 

mathematische Modellierung biologischer Prozesse als "schwieriges ... wenn nicht ... 

sogar fragwürdiges Unterfangen". Es muß konstatiert werden, daß der gegenwärtige 

Stand der Kenntnisse über Wachstumsvorgänge keinesfalls den Anforderungen, die 

Biologie, Medizin und Tierproduktion stellen, entsprechen. Selbst bei den Haustieren 

fehlen häufig Referenzdaten, insbesondere wenn man Aussagen zum Wachstum 

einzelner Organsysteme treffen will oder über den produktionsrelevanten Zeitraum 

hinausgeht. 

 

1. Aufgabenstellung 

 

Zielstellung dieser Arbeit ist es, anhand von Daten aus der Literatur, einen Überblick 

über das Wachstum der Körpermasse und ausgewählter Skelettmaße verschiedener 

Haustierspezies zu geben. Die Meßwerte sind durch nichtlineare Regression an eine 

geeignete Wachstumsfunktion anzupassen und die  Ergebnisse tabellarisch darzu-

stellen. Desweiteren soll ein Interspezies-Vergleich der Körpermasseentwicklung 

vorgenommen werden. 

 



Im Literaturteil sind gebräuchliche Verfahren zur mathematischen Analyse von 

Wachstumsreihen, unter besonderer Berücksichtigung von Wachstumsfunktionen, 

darzulegen. Dabei sollen neben einer Darlegung der mathematischenEigenschaften, 

bisherige Erfahrungen bei deren Verwendung zur Beschreibung postnataler Wachs-

tumsvorgänge bei Haus- und Labortieren aufgezeigt werden. 

 

2. Literaturübersicht 

 

2.1. Zur Analyse von Wachstumsvorgängen 

 

Jede Analyse ist in ihren Möglichkeiten vom ihr zugrundeliegenden Ausgangsmateri-

al abhängig. Bei der Untersuchung von Wachstumsverläufen können Meßfehler, 

exogene und endogene Einflüsse auf den Wachstumsprozeß und die, biologischen 

Objekten wesenseigene, Variabilität die Ausgangsdaten verzerren und damit eine 

sachlich richtige Interpretation zumindest erschweren. Es ist in den seltensten Fällen 

möglich, den stetigen Verlauf von Wachstumsvorgängen kontinuierlich zu messen 

(SCHARF, 1980). 

 

FITZHUGH (1976) unterscheidet 5 Arten der Datenerhebung: 

a) statische (static) 

b) transversale (cross-sectional) 

c) longitudinale (longitudinal) 

d) gemischt transversale (mixed cross-sectional) 

 und e) gemischt longitudinale (mixed longitudinal). 

 

Bei statischen Untersuchungen werden ein oder mehrere Merkmale an einer Indivi-

duengruppe zu einem Zeitpunkt abgenommen. Man erhält verständlicherweise dar-

aus kaum Informationen über den Wachstumsablauf, dennoch spielt diese Art der 

Meßwerterhebung noch eine Rolle in Zucht- und Selektionsprogrammen (RICKLEFS, 

1968, 1985). 

 

Transversale Wachstumsstudien sind durch eine einmalige Datenerhebung pro Tier 

unter Einbeziehung mehrerer Altersgruppen gekennzeichnet. Sie erlauben Aussagen 

über Haupteigenschaften der mittleren Wachstumskurve (FITZHUGH, 1976). Ihr 



großer Vorteil besteht darin, daß man in kurzer Zeit ausreichend viele Meßzeitpunkte 

erfassen kann, was insbesondere bei langsam wachsenden Tieren und beim Wachs-

tum des Menschen von Belang ist. Bei Untersuchungen zum fetalen und zum Or-

ganwachstum sind Transversalstudien nur schwer und mit hohem technischem Auf-

wand (Computer-Tomographie, radioaktive Markierung u.ä.) zu ersetzen. 

 

Longitudinale Untersuchungen stellen die Methode der Wahl dar, da sie, neben dem 

Informationsgehalt der beiden vorherigen Arten, zusätzlich Aussagen über die indivi-

duelle Variabilität gestatten. Dabei werden bei einem oder mehreren Individuen die 

entsprechenden Messungen zu mehreren Meßzeitpunkten vorgenommen (PEIL und 

HELWIN, 1976). 

 

Werden bei mehreren Objekten ein oder mehrere Maße bei unbekanntem Alter er-

faßt, so spricht man von gemischt transversalen Studien, die nur bedingte Aussage-

fähigkeit besitzen (FITZHUGH, 1976). 

 

Kombiniert man longitudinale Datensätze mit transversalen, so erhält man gemischt 

longitudinale Daten. Sie stellen praktisch einnen Kompromiß dar, wenn man trotz 

zeitlich begrenzter Versuchsdurchführung, Daten jenseits des Wachstumsabschlus-

ses benötigt (JUNGHANS, 1984) oder für bestimmte Zeitabschnitte nicht genügend 

longitudinale Daten vorhanden sind. 

 

Ein erster Schritt zur Analyse von Wachstumsverläufen besteht in der graphischen 

Darstellung der Meßwerte in einem Koordinatensystem in Form einer Punktewolke. 

Auch bei weitergehender Datenreduktion sollte man auf diesen Schritt nicht verzich-

ten, weil graphische Verfahren sich gegenüber einer tabellarischen Erfassung der 

Meßwerte durch größere Übersichtlichkeit auszeichnen und in vielen Fällen bereits 

Trends sichtbar gemacht werden können, die Hinweise auf Möglichkeiten der weite-

ren mathematischen Behandlung geben (SCHARF, 1980). Eine durch diese Punkte-

wolke gelegte Freihandkurve trägt zwar stark subjektivistischen Charakter, weshalb 

dieses Verfahren lediglich eine Vorstufe der weiteren Analyse darstellen sollte, stellt 

nach SALOMON (1981) aber eine sehr ökonomische Datenreduktion dar. 

 



Ein sehr häufig angewendetes Verfahren zur Behandlung morphometrischer Daten 

ist die Berechnung der Mittelwerte für die entsprechende Wachstumsgröße und ent-

sprechenden diskreten Zeitpunkte und deren graphische Verknüpfung durch einen 

Polygonzug. Dieser Schritt stellt eine erhebliche Informationskomprimierung dar 

(SALOMON, 1975, 1981), weist jedoch eine Reihe von Mängeln auf, so daß PEIL 

(1983) dieses Verfahren als fragwürdig ansieht. Man sollte sich vergegenwärtigen, 

daß auch in den Mittelwerten noch mit zufälligen Schwankungen zu rechnen ist, die 

sich insbesondere bei der Berechnung der Differenzenquotienten nach dem 

GAUSS'sehen Fehlerfortpflanzungsgesetz noch erheblich verstärken (JUNGHANS, 

1984). Ungeachtet dieser Nachteile sind polygonale Darstellungen von Wachstums-

daten in der Literatur immer noch weit verbreitet. 

 

Eine Erweiterung oben genannter Darstellung stellt die Percentilen-Technik dar. 

Dabei werden zusätzlich die Standardabweichungen (s) berechnet und 1- bis 3-s 

Werte in die Darstellung mit einbezogen (SALDMDN, 1976, ZERBE, 1979). Diese 

Methodik erlaubt eine Größentypisierung in Zwerg-, Klein-, Normal-, Groß- und Rie-

senwuchs (JOSS, 1969). 

 

Gelegentlich erscheinen in der Literatur auch Versuche einer Verknüpfung der 

Wachstumsgröße-Zeit-Meßpaare durch lineare Regression. Auch wenn WHITTE-

MORE (1986) gar so weit geht, zu behaupten, daß Wachstum ein linearer Prozeß ist 

und jegliche Krümmungen der Wachstumskurve Folge inadäquater Haltung und 

Fütterung sind, muß es wohl als erwiesen angesehen werden, daß es ein lineares 

Verhalten der Wachstumsgröße in der Zeit über mehrere Entwicklungsabschnitte 

hinweg nicht gibt (FANGHÄNEL und TIMM, 1970). Das schließt nicht aus, daß der 

zeitliche Verlauf der Wachstumsgröße über einen bestimmten Abschnitt annähernd 

linear ist (FITZHUGH, 1976), für eine Gesamtdarstellung des organismischen 

Wachstums, sind lineare Ansätze jedoch zu verwerfen, zumal man bei Extrapolatio-

nen auf vollkommen unsinnige Werte kommt (RICKLEFS, 1968). Besonders suspekt 

wird es, wenn man, an bereits in der graphischen Darstellung deutlich sichtbare 

nichtlineare Verläufe, dennoch Regressionsgeraden anpaßt, wie unlängst von 

BRÜGGEMANN (1988) vorgenommen. 

 



Um den nichtlinearen Verlauf von Wachstumsvorgängen zu beschreiben, werden 

von einigen Autoren auch Polynome höheren Grades pn(x) verwendet. Gemäß dem 

Approximationssatz von WEIERSTRA5S erlaubt ein Polynom (n-1)-Grades bei n 

Meßpunkten die genaueste Beschreibung (SCHARF, 1976), alle Punkte liegen auf 

der Ausgleichskurve, jedoch treten bei der Interpolation (FIX, 1988, mdl. Mitt.) und 

Extrapolation (RAO et  al., 1977) häufig große Abweichungen von der biologischen 

Realität auf. Zudem kann polynomialen Ansätzen keinerlei Modellrelevanz zugebilligt 

werden, so daß man ihre Anwendung vermeiden sollte (SCHARF, 1976, FITZHUGH, 

1976). 

 

Allometrierechnungen sind, trotz heftiger Kontroversen, auch heute noch zahlreich in 

der Literatur vertreten. Die konventionelle Allometrie geht auf SNELL (1892) und 

HUXLEY (1932) zurück und setzt das Wachstum eines Teiles des Organismus zur 

Größenveränderung des Gesamtorganismus in der Form dy/y=α•dx/x in Beziehung. 

Integriert man diesen Ausdruck, so erhält man die bekannte Allometrieformel 

y = c•xα  (1). 

Ein Hauptargument gegen diese Form der Darstellung ist die Eliminierung der Zeit, 

denn alles Wachstum verläuft in der Zeit (SCHARF, 1973a, 1974, 1977b). Da der 

Quotient aus relativer Wachstumsgeschwindigkeit eines Teiles und des Gesamtor-

ganismus selten über die gesamte Wachstumsperiode konstant ist, ergeben sich 

häufig Sprünge in der allometrischen Darstellung (BERTALANFFY, 1960, LINZ-

BACH, 1962), obwohl es auch Fälle mit sehr guten Allometriewerten gibt, wie zum 

Beispiel von PANICKE und SAGER (1987) aufgezeigt. Nach BERTALANFFY (1960) 

ist die Methode zwar nicht offensichtlich, aber in vielen Fällen anwendbar, er be-

zeichnet deshalb allometrische Ansätze nur als erste Approximation (BERTALANF-

FY, 1957). Ein weiterer Einwand ist mehr mathematischer Natur. So führt die Sum-

mierung mehrerer Teilallometrien nicht auf eine Gleichung derselben Form (BERTA-

LANFFY, 1957, SCHARF, 1973a, 1974), die Nichtsummierbarkeit ist jedoch aufge-

hoben wenn die Exponenten α in den verschiedenen Teilallometrien annähernd 

gleich sind, was nach LAIRD (1965b) in den meisten Fällen zutreffen soll. In den 

letzten 30 Jahren sind zahlreiche Versuche unternommen worden, die herkömmliche 

Allometrierechnung zu erweitern, so durch den Einsatz einfacher e-Polynome 

(SCHARF, 1973a, 1974) oder unter Einbeziehung von Wachstumsfunktionen durch 

HOEPPE (1959), BERTALANFFY (1960), SAGER (1980a, 1980b, 1980c, 1980e) 



und J0LICOEUR und PIRLOT (1988). Trotz der erwähnten Unzulänglichkeiten, kann 

man, selbst mittels konventionellen Allometrierelationen, Entwicklungstendenzen 

aufzeigen (LILJA, 1981, 1982a, 1982b, PRESCOTT et. al , 1985, KATANBAF et al., 

1988). 

 

Modellfreie Verfahren ermöglichen eine weitgehend objektive Aufbereitung morpho-

metrischer Daten. Da sie an keinerlei Modellvorstellungen geknüpft sind, wird die 

Form der Ausgleichskurve allein durch die Meßwerte festgelegt (PEIL, 1983). Weite-

re interessierende Größen wie Wachstumsgeschwindigkeit, -beschleunigung, Wen-

depunkte können berechnet werden, so daß diese Verfahren an Aussagekraft ande-

ren Methoden häufig überlegen sind (PEIL, 1988a). Beobachtungsreihen können 

durch die Verwendung von Spline-Funktionen (THIELE, 1975) oder mit den von PEIL 

et al. (1977b, 1977d), PEIL und SCHMERLING (1980) und SCHMERLING und PEIL 

(1983, 1985) dargestellten Methoden zur lokal angepaßten funktionellen Approxima-

tion modellfrei analysiert werden. 

 

Die Möglichkeiten der Analyse von Wachstumsverläufen mittels Wachstumsfunktio-

nen werden im folgenden Abschnitt dargestellt. 

 

2.2. Wachstumsfunktionen 

 

Die Anfänge der funktionalen Darstellung von Wachstumsprozessen bezogen sich 

auf das Populationswachstum. 1798 unternahm MALTHUS (zit. nach SAGER et al., 

1986) mit dem Ansatz 

dW/dt = k • W (2) 

den Versuch, die Entwicklung der Bevölkerungszahl zu modellieren, der recht un-

rühmlich in die Geschichte der Wachstumsmathematik einging. Erst 1825 bzw. 1838 

wurden von GOMPERTZ und VERHULST realistischere Ansätze vorgeschlagen, die 

später auch auf das organismische Wachstum übertragen wurden und heute noch 

Anwendung finden. 



Zunächst sei eine Einführung in die übliche Symbolik gegeben: 

t = Zeit 

W = Wachstumsgröße (Masse, Lineardimension) 

W0 = W bei t=0, Initialwert 

A = Asymptote, W bei t → ∝ 

W’= dW/dt = Wachstumsgeschwindigkeit 

W’/W = 1/W • dW/dt = relative Wachstumsgeschwindigkeit 

W’’ = d2W/dt2 = Wachstumsbeschleunigung 

u = W/A = Reifegrad,  Wachstumsanteil 

Ww = Wachstumsgröße im Wendepunkt, Wendepunktsordinate 

tw = Eintrittszeit des Wendepunktes, Wendepunktabszisse 

W’w = maximale Wachstumsgeschwindigkeit 

Qw = W/A = Wendepunktsquotient 

 

2.2.1. Anforderungen an eine Wachstumsfunktion 

 

Da die Auswahl eines entsprechenden analytischen Ausdruckes den Wachstumstyp 

berücksichtigen muß, sei hier die von SCHARF (1974) vorgenommene Einteilung an 

den Anfang gestellt, der 4 Typen - Sättigungs-, sigmoidales, glockenförmiges und 

oszillierendes Wachstum - unterscheidet. Die klassischen Wastumsfunktionen ges-

tatten nur die Modellierung des Sättigungs- und sigmoidalen Wachstums, es sind 

aber auch Ansätze vorgeschlagen worden, die es ermöglichen, die anderen beiden 

Wachstumsverläufe darzustellen (siehe z.B. SCHARF, 1976, 1980, SAGER, 1984a, 

1987b). 

 

Sinnvollerweise werden Wachstumsprozesse durch Exponentialfunktionen der Zeit 

dargestellt (SCHARF, 1974). Die Grundforderung, die an eine solche Funktion ge-

stellt werden muß, ist, daß sie eine gute Anpassung an Meßwertverläufe gestattet, 

den Prozeß also möglichst genau widerspiegelt (WINSOR, 1932, FITZHUGH, 1976, 

TAYLOR, 1980b). 

 

 Da nach BACKMANN (1943) und LINZBACH (1962) das Wachstum der Lebewesen, 

nach BERTALANFFY (1957, 1960) zumindest das der Körpermasse, im Allgemeinen 

sigmoidförmig verläuft, sollten Wachstumsfunktionen mindestens einen Wendepunkt 



erlauben. Um auch das Sättigungswachstum beschreiben zu können, das viele Fi-

sche (KRÜGER, 1969, 1973) zeigen und nach BERTALANFFY (1934, 1957, 1960) 

bei Lineardimensionen die Regel ist, wäre es wünschenswert, daß die Existenz eines 

Wendepunktes optional ist, das heißt von den Werten eines oder mehrerer Parame-

ter abhängt. BROOY (1945) und BERTALANFFY (1957, 1960) meinen, daß der 

Wendepunkt der Körpermasseentwicklung fast aller Tiere bei Qw ≈ 0,3 A liegt, viele 

Arbeiten zum postnatalen Wachstum der Vögel weisen jedoch auf höhere Qw-Werte 

hin  (u.a.  RICKLEFS, 1968, SAGER, 1984b, 1985, SALOMON et al., 1987a). Dem-

gegenüber vertreten ZUCKER und ZUCKER (1942) die Auffassung, daß die Qw-

Werte beim postnatalen  Säugerwachstum um Qw= 0,135 liegen und größere Qw-

Werte Ausdruck von Wachstumsretardierung sind. Daher scheint es günstig, wenn 

Wachstumsfunktionen flexible Qw-Werte aufweisen, um zu vermeiden, daß der Wen-

depunkt mehr duch den Funktionstyp als durch die zugrundeliegenden Daten be-

stimmt wird (FITZHUGH, 1976). 

 

Einige Autoren (BACKMANN, 1943, HOEPPE, 1959, JOLICOEUR und PIRLOT, 

1988) fordern als Ursprung der Funktion W0=0, dies ist bei Approximationen von 

Datensätzen, die pränatale Daten einschließen, unter Umständen sinnvoll, wirrd aber 

bei der Behandlung ausschließlich postnataler Wachstumsprozesse zu einem 

Hemmnis, so daß diese Forderung wohl nicht in ihrer Absolutheit aufrechterhalten 

werden kann. 

 

Ein wesentliches Merkmal des organismischen Wachstums ist seine Endlichkeit. 

Wachstumsfunktionen streben im Allgemeinen einem asymptotischen Grenzwert 

entgegen, inwieweit dies sinnvoll ist, soll an anderer Stelle (siehe 2.2.3.) diskutiert 

werden. 

 

Eine oft erhobene Forderung ist die nach der biologischen Interpretierbarkeit der 

Parameter. Allerdings ist nach SAGER et al. (1986) dies bei anspruchsvolleren Funk-

tionen kaum zu erreichen und führte in der Geschichte der Wachstumsmathematik 

zu beinahe grotesken Adjunktionen (SAGER, 1982d). Im Zusammenhang mit der 

Parameterinterpretierbarkeit stellt sich auch die Frage nach der Modellrelevanz von 

analytischen Ausdrücken beziehungsweise deren erzeugender Differentialgleichun-

gen (DGLn). 



 

Ein sinnvolles Modell für Wachstumsprozesse, das eine breite Anwendung zuIässt, 

ist noch nicht in Sicht. Wachstum ist  zwar molekular  begründet, es lassen sich je-

doch keine Funktionen direkt aus den molekularbiologischen Gesetzen ableiten 

(PRUITT et al., 1979). SCHARF (1975a, 1976) fordert von Modellen, daß die Para-

meter in der DGL interpretierbar sind und sie eine gute Approximation an den biolo-

gischen Sachverhalt erlauben. DGLn haben weniger Parameter als ihre Integrale und 

sind demzufolge allgemeiner und für den gesamten Prozeß gültig (PEIL, 1974a). 

Eine gute Anpassung an den Meßwertverlauf ist jedoch allein kein Beweis für die 

Modellrelevanz (JANOSCHEK, 1957, BERTALANFFY, 1960, PEIL, 1974a, SCHARF, 

1979), wie auch schlechte Approximationen nicht zwangsläufig die Ablehnung eines 

Modells bedeuten müssen (BERTALANFFY, 1960, DESSAUER und SOMMER-

MEYER, 1964). Des weiteren lehnen SCHARF (1977b, 1979) und FANGHÄNEL et  

al. (1979) Funktionen mit Unendlichkeitssprüngen in den Ableitungen als Modell ab. 

 

Da bislang kein allgemeingültiges Modell für den komplexen Prozeß Wachstum exis-

tiert, kann man die Anwendung von Wachstumsfunktionen nicht rigoros von deren 

Modellrelevanz abhängig machen. Wie im Abschnitt 2.2.3. gezeigt werden soll, las-

sen sich dennoch wertvolle Erkenntnisse über WachstumsverIäufe durch Verwen-

dung analytischer Ausdrücke gewinnen. 

 

2.2.2 Ein Überblick über häufiger verwendete Ansätze 

 

Die genaue Anzahl bisher vorgeschlagener Wachstumsfunktionen ist heute kaum 

mehr abschätzbar. Oft sind die publizierten Ansätze auch nur Spielarten bereits be-

kannter, wie es HOEPPE bereits 1959 bei einer beachtlichen Anzahl demonstriert 

hat. Da es keine sicheren Kriterien zur Auswahl der geeigneten Funktion gibt - ein 

Anhaltspunkt wäre die Wendepunktlage - muß man häufig eine Reihe von Funktio-

nen durchprobieren, weshalb hier Eigenschaften und bisherige Erfahrungen bei der 

Anwendung der klassischen Wachstumsfunktionen zusammengefasst dargestellt 

werden sollen. 



2.2.2.1. GOMPERTZ-Funktion 

 

1825 legte GOMPERTZ einen Ansatz zur Berechnung von Sterblichkeitstabellen vor, 

der mit der DGL 

W’/W – W’’/W’ = c (3) 

beschrieben werden kann, die ausdrückt, daß die Differenz aus relativer Wachs-

tumsgeschwindigkeit und relativer Wachstumsbeschleunigung konstant ist. Integriert 

man (3), erhält man 

W = A•Exp(-Exp(b-ct)) (4) 

wobei A der asymptotische Endwert und b und c Parameter sind. Für t=0 ergibt sich 

W0 = A•Exp(-Exp(b)) (5). 

Unter Einbeziehung von (5) läßt sich (4) auch in der Form 

 W = A•Exp(-ln(A/W0)•Exp(-ct)) (4a) 

schreiben, die u.a. GROSSMANN und BOHREN (1982) und RICKLEFS (1985) ver-

wenden. Bildet man die erste Ableitung nach der Zeit von (4), so kommt man über 

W’ = A • Exp(-Exp(b-ct)) • c • Exp(b-ct) 

zu 

W’ = W•c•Exp(b-ct) (6). 

Für die Wachstumsbeschleunigung erhält man aus (6) 

W’’ = W’•c•Exp(b-ct) - W•c2•Exp(b-ct), (7) 

 was sich unter Nutzung von (6) zu 

 W’’= W’•c•Exp(b-ct) - c•W’ (7a) 

und unter nochmaliger Verwendung von (6) schließlich zu 

W’’ = W’•W’/W - c•W’ (7b) 

komprimieren läßt. Dividiert man (7b) durch W erhält man nach Umstellung die Aus-

gangsgleichung (3). Zur Berechnung der Wendepunktskoordinaten von (4) setzt man 

die zweite Ableitung gleich Null, wodurch sich aus (7a) 

c•W’w = W’w•c•Exp(b-ctw) 

und damit für die Wendepunktsabszisse 

tw = b/c (8) 

ergibt. Unter Verwendung von (4) und (8) ergibt sich 

Ww = A/e (9) 

und damit eine fixe Wendepunktsordinate bei ca. 0,56788•A. 

 



Für das Maximum der Wachstumsgeschwindigkeit ergibt sich durch Einsetzen von 

(8) in (6) unter Nutzung von (9) 

W’w = c•A/e (10). 

SCHARF (1976, 1980) interpretiert b als Lage- und c als Skalenparameter. Substitu-

iert man b in (4) unter Zuhilfenahme von (8), so gelangt man zur von ZUCKER und 

ZUCKER (1942) und KRÜGER (1975) verwendeten Schreibweise 

W = A•Exp(-Exp(-c(t-tw))) (4b). 

Führt man k=eb•c in (4) ein, so folgt 

W = A•Exp(-k/c•Exp(-ct) (4c) 

und, da W0 = A•Exp(-kc), die analoge Form 

W = W0•Exp(k/c(1-Exp(-ct))) (4d), 

die von LAIRD et al. (1965a), LAIRD (1966a, 1966b), CARTWRIGHT (1970) und 

SAGER (1979b, 1980c) verwendet wird. LAIRD (1966 b) interpretiert k als initiale 

spezifische Wachstumsgeschwindigkeit und c als die Geschwindigkeit des exponen-

tiellen Abfalls von k. 

 

Aus den oben dargelegten Eigenschaften ergeben sich die Anwendungsmöglichkei-

ten der GOMPERTZ-Funktion. Sie ist dann verwendbar, wenn W, W’ und W’’ asym-

metrischen Verläufen in der Zeit entsprechen (SCHARF, 1976, 1980). Die spezifi-

sche Wachstumsgeschwindigkeit (W’/W) muß einen annähernd linearen Abfall zei-

gen (LAIRD et al., 1965a). Nach SCHARF (1980) ist, wegen des Fehlens eines abso-

luten Gliedes in (4), eine Normalverteilung der Restfehler nicht zu erreichen, weshalb 

er die Erweiterung 

 W’/(W-W0) – W’’/W’ = c (3b) 

vorschlägt, die integriert zur 4-parametrigen Form 

W = W0+(A-W0)•Exp(-Exp(b-ct))) (11) 

führt. In der Literatur finden sich ebenfalls Erweiterungen, die als GOMPERTZ-

ähnliche Funktionen bezeichnet sind. In dieser Gruppe gehört der von LEHMANN 

(1975, 1977, 1980a, 1980b) verwendete Ansatz, den SAGER et al. (1984d) als "un-

nötig verkomplizierte" Form bezeichnen. ZOTINA und ZOTIN (1972) entwickelten 

eine GOMPERTZ-Modifikation, die eine Funktion der Wahrscheinlichkeitsverteilung 

ist, sowie PARKS (1970) eine kaum noch überschaubare Variante, die den kumulati-

ven Futteraufwand in die Gleichung einbezieht. 

 



Abschließend sei noch ein Literaturüberblick über bisherige Erfahrungen bei der 

Anwendung der GOMPERTZ-Funktion gegeben, der allerdings nicht den Anspruch 

auf Vollständigkeit erheben kann. Eine Einschätzung der Approximation kann in 

vielen Fällen nicht gegeben werden, da eine Reihe von Autoren auf eine Wertung der 

Ergebnisse verzichtet und, durch fehlende Ausgangsdaten, diese dem Leser unmög-

lich gemacht wird. Da prinzipiell auch ungeeignete Funktionen an Meßwertverläufe 

angepaßt werden können (PEIL, 1983), wird der Wert solcher Untersuchungen zu-

mindest fragwürdig. 

 

LAIRD (1966a, 1966b) hat die GOMPERTZ-Funktion (4d) zur Beschreibung des prä- 

und postnatalen Wachstums einer Vielzahl von Vögeln und Säugetieren verwendet. 

Bei der Darstellung des postnatalen Wachstums postuliert sie einen zusätzlichen, 

sich auf der GOMPERTZ-Asymptote aufbauenden, linearen Wachstumsverlauf, der 

bei einigen Tieren (Hamster, Kaninchen, Schwein, Pferd, Ente und Pute) jedoch 

fehlt. LAIRD (1966 b) verwendet bei ihrer Analyse eine transformierte Zeitachse mit 

tw als Nullpunkt, und setzt eine Einheit als die Zeit, die zur Verdopplung der Körper-

masse unmittelbar vor dem Wendepunkt notwendig ist, an. Diese Zeitskalierung ist 

nach TAYLOR (1968) äquivalent zu ln(1+In2)/c. Inwieweit diese Zeitskalierung sinn-

voll ist, sei dahingestellt, es gibt jedoch Ansatzpunkte zur Kritik. Es ist offensichtlich, 

daß nicht alle Wachstumsverläufe zur Anpassung an die GOMPERTZ-Funktion ge-

eignet sind, da diese eine fixe Wendepunktsordinate auf weist (HOEPPE, 1959), so 

daß sich von LAIRD festgestellte Interspezies-Unterschiede auch aus Anpassungs-

schwächen ergeben könnten. Desweiteren hat, nach eigenen Aussagen (LAIRD et  

al., 1965a), der Wendepunkt keine besondere biologische Bedeutung. 

 

LEHMANN (1977, 1980) hat seine Modifikation der GOMPERTZ-Funktion an Kör-

permasse-Daten von Rindern, Schweinen, Schafen, Puten, Enten und Broilern an-

gepaßt und erzielte recht hohe Bestimmtheiten, da aber keine Aussagen zur Anzahl 

von Stützstellen getroffen wurden und das nichtlineare Bestimmtheitsmaß nach 

PEARSON nur eine globale Einschätzung gibt  (PEIL und HELWIN, 1977e), zudem 

seine Ergebnisse an anderen Datensätzen nicht reproduzierbar waren (MATTHES et 

al., 1983), kann man daraus zumindest keine Allgemeingültigkeit ableiten. PARKS 

(1970) gibt Parameterwerte für seine GOMPERTZ-Variante für die Körpermasseent-

wicklung von Ratte, Schwein, Huhn und Pute an. 



 

Für Körpermasse-Approximationen bei Ratten ist die GOMPERTZ-Funktion von 

ZUCKER und ZUCKER (1942) verwendet worden, sie befanden den Qw-Wert jedoch 

für zu hoch und damit die Anpassung für nicht adäquat. Für das Längenwachstum 

von Fischen stellte SAGER (1981, 1982c) den gleichen Tatbestand fest, schätzt 

beim Längenwachstum des Kabeljaus (SAGER, 1982c) die Näherung jedoch noch 

als gut ein. Auf Grund des fixen Qw-Wertes von 1/e schließt SAGER (1984b, 1985) 

die GOMPERTZ-Funktion bei der Behandlung von Wachstumsreihen der Körper-

masse von Huhn und Pute a priori aus. Demgegenüber betrachtet RICKLEFS (1985) 

die GOMPERTZ-Funktion als gute Näherung für das Geflügelwachstum und verwen-

det (4a) für die Darstellung der Körpermasseentwicklung von Huhn und Wachtel. In 

einer anderen Arbeit (RICKLEFS, 1968) waren aber nur wenige der 105 verwende-

ten Wildvogeldaten besser durch die GOMPERTZ-Funktion beschreibbar, in den 

meisten Fällen erwiesen sich andere Funktionen als überlegen. Ebenfalls zur Appro-

ximation an Geflügeldaten, namentlich des Huhnes, nutzten GROSSMANN und 

BOHREN (1982), PRESCOTT et  al. (1985) und ROGERS et al. (1987) die GOM-

PERTZ-Funktion, die sich bei allen als recht gute Näherung erwies, allerdings bei 

PRESCOTT et al. (1985) eine Unterschätzung des theoretischen Endwertes zu ver-

zeichnen hatte. LILJA (1982b) hält dagegen die GOMPERTZ-Funktion für nicht über-

zeugend bei der Behandlung von GeflügeIgeldaten. 

 

KUHN et  al. (1985, 1987a, 1987b) verwendeten die GOMPERTZ-Funktion zur Mo-

dellierung von Körpermasse- und Schlachtparameterentwicklung bei Schweinen, 

wobei die Anpassung insbesondere bei intensiv gemästeten Tieren ungenügend war. 

PFEIFFER et al. (1984) halten die Wendepunktsordinate (Ww=A/e) für das Schwein 

als zu hoch, die approximierten Geburts- und Endwerte erwiesen sich als inadäquat, 

und empfehlen daher die Verwendung anderer Wachstumsfunktionen. 

 

Für die Approximation an Daten des Wachstums der Körpermasse (SAGER, 1984c) 

und der Widerristhöhe (SAGER, 1983b) beim Merinofleischschaf erwies sich die 

gebundene GOMPERTZ-Funktion (4d) als ungenügend, da jedoch W0 nicht in die 

Iteration einbezogen wurde und somit nur noch 2 freie Parameter in der Funktion 

verbleiben, ist dieses Ergebnis kaum verwunderlich, obwohl sich das Fixieren von 



Parametern an reale Gegebenheiten bisweilen als eine durchaus annehmbare Ver-

fahrensweise darstellt. 

 

Für die Darstellung des Körpermassewachstums von Rindern ist, die GOMPERTZ- 

Funktion bereits 1928 von DAVIDSON (zit. nach PFEIFFER et al., 1984) genutzt 

worden. Nach den Erfahrungen von BROWN et al. (1970, 1976), MATTHES et al. 

(1985) und SAGER (1983a) sind die Approximationen jedoch durchweg unbefriedi-

gend. Gleiches ist zur Beschreibung von Widerristhöhedaten von Rindern zu sagen 

(SAGER, 1982d), obwohl man eine Wachstumsfunktion dennoch nicht voreilig dis-

qualifizieren sollte (SAGER, 1982a). 

 

Zu Methoden der Gewinnung von Startwerteschätzungen für die Parameter der 

GOMPERTZ-Funktion für iterative Prozeduren sei auf die Arbeiten von KRÜGER 

(1973), SCHARF und PEIL (1975), PEIL (1979) sowie SAGER (1979b) verwiesen. 

 

2.2.2.2. Die logistische Wachstumsfunktion und ihre Erweiterungen 

 

Der 1838 von VERHULST konzipierte Ansatz zur Modellierung des Populations-

wachstums läßt sich in Form der DGL 

W’ = c•W - kW2 (12) 

darstellen und führt integriert zu 

W = (c/k)/(1+Exp(d-ct)) (13) 

(PEIL, 1979). Da sich bereits aus (12) für die Asymptote A=c/k ergibt, läßt sich die 

DGL auch 

W’= k•W•(A-W) (12a) 

 und für (13) 

W = A/(1+Exp(d-ct)) (13a) 

bzw. 

W = A/(1+(A/W0-1)•Exp(-kAt)) (13b) 

(SAGER, 1978b) schreiben, wie die Gleichung für den Initialwert 

W0 = A/(1+Exp(d)) (14) 

zeigt. Der Ausdruck (13a) sei als logistische Wachstumsfunktion (PEIL, 1978a) be-

zeichnet. Eine häufiger verwendete Schreibweise ist 

W = A/(1+b•Exp(-ct)) (13c) 



mit b=ed=A/W0-1, die u.a. von BERTALANFFY (1960), RUTLEDGE et al. (1972), 

KRÜGER (1973), FITZHUGH (1976) und KASSER et al. (1982) genutzt wurde. 

 

Für die Wachstumsgeschwindigkeit ergibt sich aus (13c) über 

W’ = (Abc•Exp(-ct))/(1+b•Exp(-ct))2 = W•W/A•c• (A/W-1) 

schließlich 

W’ = c•W’-(c/A)•W2 (15) 

und daraus für die Wachstumsbeschleunigung 

W’’ = cW’-2•c/A•W•W’ (16). 

Berechnet man die Nullstelle von (16), so erhält man 

Ww = A/2 (17) 

und aus (17) unter Nutzung von (13c) 

tw = In(b/c) (18). 

Die Wachstumsgeschwindigkeit im Wendepunkt ergibt sich aus (15) und  (17) als 

W’w = c•A/4 (19). 

 

Durch Transformation in den Wendepunkt läßt sich die logistische Wachstumsfunkti-

on auch in der Form 

W = A/2•(1+tanh(c/2•(t-tw))) (13d) 

darstellen (PEIL und HELWIN, 1977e, SAGER, 1985), eine vollständige Umformung, 

vom 3-parametrigen Tangens hyperbolicus ausgehend, findet man in PEIL (1978a). 

 

Aus den dargestellten Gleichungen wird deutlich, daß mit der logistischen Wachs-

tumsfunktion lediglich limitierte symmetrisch-sigmoidförmige Verläufe dargestellt 

werden können (PEIL, 1978a). Bereits 1923 kritisierte GÄRTNER, daß diese in natu-

ra nicht vorkommen, eine Meinung, der sich auch HOEPPE (1959) anschließt. 

BACKMANN (1945) zeigt zumindest die Beschränktheit der Anwendungsmöglichkei-

ten auf, indem er feststellt, daß es auch stark asymmetrische Wachstumsverläufe 

gibt. Auch KRÜGER (1973), PEIL (1974a), SAGER (1984d) und JOLICOEUR und 

PIRLOT (1988) vertreten die Auffassung, daß der Ansatz nur selten den Ansprüchen 

an eine Wachstumsfunktion gerecht wird. BERTALANFFY (1960) mißt der Funktion 

eine Bedeutung für Approximationen des Wachstums höherer Pflanzen bei, nicht 

vergessen sei das Populationswachstum, für welches die Funktion eigentlich konzi-

piert war und für das sie, nach Meinung von PEIL (1975), Modellcharakter trägt. 



 

RUTLEDGE et al. (1972) und EISEN (1976) beschrieben das Körpermassewachs-

tum der Maus mit der logistischen Wachstumsfunktion und stellten gute Näherungen 

fest, nach EISEN (1976) entspricht die Wendepunktsordinate (Ww=A/2) den physio-

logischen Gegebenheiten der Maus. In RUTLEDGE et al. (1972) war die Näherung 

bis zur 12. Lebenswoche gut, die Asymptote lag aber unter dem Erwartungswert. 

KASSER et al. (1983) wendeten die Funktion zur Modellierung der Körpermasseent-

wicklung von Ratten an, ZUCKER und ZUCKER (1942) befanden den Qw-Wert als zu 

hoch für das Rattenwachstum. 

 

In der bereits erwähnten Arbeit von RICKLEFS (1968) erwies sich die logistische 

Wachstumsfunktion bei den meisten der einbezogenen Arten wildlebender Vögel als 

beste Näherung. MARKS (1978) stellte gleiches für die Wachtel fest, bei ZACH et al. 

(1984) war die Anpassung an Daten einer Schwalbenart ebenfalls sehr gut. Demge-

genüber ließ sich in SAGER (1985) und ANGER (1987) die Funktion nur mit unbe-

friedigenden Ergebnissen an Wachstumsreihen von Puten anpassen. MARKS 

(1979), GROSSMANN und BOHREN (1982), SAGER (1984b) und ROGERS et al. 

(1987) verwendeten sie zur Behandlung von Wachstumsreihen von Hühnern, letztere 

fanden eine gute Approximation, während in GROSSMANN und BOHREN (1982) die 

Ausgangsdaten deutlich asymmetrisch verliefen und SAGER (1984b) ebenfalls nur 

unzureichende Anpassungsergebnisse erzielte. 

 

 Für Approximationen an die Körpermasseentwicklung bei Rindern erwies sich in 

BROWN et al. (1976) und GOONEWARDENE et al. (1981) der logistische Ansatz als 

ungeeignet. Zu gleichen Ergebnissen kamen PFEIFFER et al. (1984) an Schweine-

daten. KÜHN et al. (1985, 1987a) erzielten mit dem Hyperbeltangens bei intensiv 

gemästeten Schweinen zumindest bessere Näherungen als mit der GOMPERTZ-

Funktion. 

 

PROKERT (1977) paßte die logistische Wachstumsfunktion an Körpermassedaten 

vom Sumpfbiber an, SHOGOJI und SASAKI (1985) an solche von Pavianen, wobei 

sie jedoch zusätzlich einen stark erweiterten Ansatz verwendeten. 

 



Zur Erweiterung des Anwendungsfeldes sind zahlreiche Modifikationen vorgenom-

men worden. Fügt man in (12) ein absolutes Glied in der Art 

W’+B1•W
2+B2•W+B0 = 0 (20) 

ein, so ergibt die Integration 

 W=-B2/2B1+(SQR(B2
2-4B0B1)/(2B1)•tanh(SQR(B2

2-4B0B1)/2) •(t-B3) (21) 

oder einfacher 

W = b0 + b1•tanh (b2(t-b3)) (21a), 

was äquivalent zu 

W = b0 – b1 + 2b1/(1+Exp(2b2b3-2b2t)) (21b) 

ist und als logistische Funktion bezeichnet werden soll (PEIL, 1978a). Der 4-

parametrige Hyperbeltangens ergibt sich auch aus den modelltheoretischen Überle-

gungen SCHARF' s zum embryofetalen Massewachstum viviparer Säugetiere (eine 

zusammengefaßte Darstellung findet sich in SCHARF, 1980), eine Übertragung auf 

das postnatale Wachstum erscheint jedoch nicht ohne weiteres möglich. Das Hinzu-

fügen eines additiven Gliedes in die DGL ist zwar keine bloße Addition einer Kon-

stanten im Integral (vgl. 20 und 21), dennoch wird das Anwendungsspektrum nicht 

wesentlich erweitert, weshalb hier nicht näher auf den 4-parametrigen Hyperbeltan-

gens eingegangen und auf die Arbeiten von SCHARF (1971, 1974, 1977a, 1979, 

1980), SCHARF et al. (1973b, 1973c), PEIL und SCHREIBER (1974b) und FEIGE 

(1985) verwiesen werden soll. 

 

Um auch asymmetrische Wachstumsverläufe darstellen zu können, wurden bereits 

1923 von PEARL und REED (zit. nach MOORE, 1985) Polynome höheren Grades 

als Exponenten in (13 a) eingesetzt. Als verallgemeinerte logistische Wachstums-

funktion sei 

W = A/(1 + Exp( pn(t) )) (22) 

und als verallgemeinerte logistische Funktion der Ausdruck 

W = b + c/(1+Exp( pn(t) )) (23) 

definiert (PEIL, 1978a). Für sigmoidförmige Verläufe muß das Polynom pn(t) ungera-

den Grades und für steigende Verläufe der Koeffizient a negativ sein (PEIL, 1978b). 

Die Festlegung des Polynomgrades erfolgt empirisch, jedoch bereits bei Polynomen 

5. Grades weisen die Polynomkoeffizienten eine große Kovarianz auf, was sich un-

günstig auf die Konvergenz von Iterationsprozeduren auswirken kann (KRETSCH-

MANN und WINGERT, 1971). 



 

Zu Methoden der Gewinnung von Anfangsschätzungen für die logistischen Ansätze 

sei auf PEIL (1970, 1977a, 1978b, 1979) sowie PEIL und HELWIN (1976) verwiesen. 

 

2.2.2.3. Zur Theorie L. v. BERTALANFFY's 

i 

Aufbauend auf die wachstumsdynamischen Vorstellungen von PÜTTER (1920), die 

Wachstum als Ergebnis der Wechselwirkung von Anabolismus und Katabolismus 

betrachten, entwickelte BERTALANFFY seit 1934 eine Theorie, die nicht nur formale 

mathematische Beschreibung ist, sondern kausale Überlegungen einschließt. Ein 

Organismus ist als offenes System zu betrachten, dessen Zuwachs Folge des Über-

wiegens von anabolen Prozessen ist. Die Modellvorstellungen lassen sich in Form 

der DGL 

W’ = a•Wm - b•Wn (24) 

(BERTALANFFY, 1957) darstellen, die Stoffwechselprozesse sollen sich demzufolge 

allometrisch zur Körpermasse verhalten. Allerdings ist (24) nicht geschlossen integ-

rierbar und die Parameter m und n in (24) sind ohne Vereinfachung nicht numerisch 

bestimmbar (SCHARF, 1977b). 

 

Die erste von BERTALANFFY getroffene Simplifizierung von (24) ist: n=1, das heißt, 

der Abbau ist proportional der Körpermasse (BERTALANFFY, 1957). Zudem vertritt 

er die Meinung, daß die Funktion nur wenig auf Änderungen von n reagiert, SCHARF 

(1974, 1983) zeigt jedoch die Unhaltbarkeit dieser Aussage auf. Für n=1 läßt sich 

(24) zu 

W = (a/b - (a/b – W0
(1-m)) •Exp(-(1-m)bt))(1/(1-m)) (25) 

integrieren (BERTALANFFY, 1957). Für den Sonderfall m=0 läßt sich (25) zu 

W = A - (A – W0)•Exp(-bt) (26) 

vereinfachen. (26) ist identisch zur Gleichung von PÜTTER (1920) und gilt nach 

BERTALANFFY (1934) zur Beschreibung des Wachstums von Lineardimensionen. 

Für die Wachstumsgeschwindigkeit ergibt sich aus (26) 

W’ = b•(A-W0)•Exp(-bt) (27) 

W’ = (A-W)•b (27a) 

Aus (27) folgt für die Wachstumsbeschleunigung 

W’’ = -b2•(A-W0)•Exp(-bt) (28). 



Die 2. Ableitung verdeutlicht, daß (26) nur zur Darstellung des Sättigungswachstums 

geeignet ist. FABENS (1965) zeigte, daß b ein Maß für die Geschwindigkeit des 

Abwachsens ist, da die Zeit zum Erreichen des Halbwerts W0+(A-W0)/2 äquivalent zu 

In 2/b ist. SAGER (1987 a) wies nach, daß b direkt proportional zur maximalen 

Krümmung der Kurve ist. 

 

Unter Einbeziehung der Oberflächenregel von RUBNER und der MEEH'sehen For-

mel, nach der sich die Oberfläche proportional zur 2/3-Potenz der Körpermasse 

verhält, setzt BERTALANFFY (1957) für das Körpermassewachstum m =2/3 und 

erhält aus (25) 

W = (a/b-(a/b-W0
1/3 )•Exp(-bt/3))3 (29). 

SAGER (1979c) verwendet die analoge Form 

W = A•(1-(1-(W0/A)1/3)•Exp(-bt/3))3 (29a). 

Für die Wachstumsgeschwindigkeit ergibt sich aus (29) über 

W’ = (a/b-W0
1/3)•b•Exp(-bt/3)•(a/b-(a/b-W0

1/3)•Exp(-bt/3))2 (30) 

W’ = W2/3 •(a/b - W0
1/3)•b•Exp(-bt/3) (30a) 

schließlich 

W’ = W2/3 • b(a/b – W1/3) (30b), 

was ausmultipliziert zur Ausgangs-DGL (24) mit m=2/3 und n=1 führt, die, der Über-

sichtlichkeit halber, zur Berechnung der 2. Ableitung dienen soll. 

 

Für die Wachstumsbeschleunigung ergibt sich somit 

W’’=-2/3 • a • W-1/3 • W’ – b • W’ (31). 

Durch Nullsetzen folgt aus 

Ww
1/3 = 2/3 • a/b 

wegen (a/b)3=A 

Ww = 8/27 • A (32). 

Durch Einsetzen von (32) in (29) erhält man 

tw.=3/b • ln(3•(a/b - W0
1/3)/(a/b)) (33) 

und durch Einführung von (32) in (30b) 

W’w = 4/27 Ab (34). 

SCHARF (1981) bezeichnet die Theorie BERTALANFFY's als plausibel und genial 

einfach, aber als zu allgemein. Er kommt zu dem Schluß, daß (24) nur für die weni-

gen Wertekombinationen von m und n gilt, die BERTALANFFY selbst benutzt hat 



(SCHARF, 1980). Die direkte Proportionalität des Katabolismus (n=1) ist nicht bewie-

sen (BERTALANFFY, 1960, LINZBACH, 1962), so daß BERTALANFFY (1960) die-

sen Parameter in den Grenzen 1≥n>m flexibel läßt. Ein weiterer Einwand wäre, daß 

Körpermasse und Lineardimensionen getrennt behandelt werden, nach BRODY 

(1945) ist diese Trennung jedoch nicht plausibel. FITZHUGH (1976) betont, daß die 

Beziehung von Körpermasse zu dritter Potenz der Lineardimension nur eine grobe 

Näherung ist. Der Einwand von ZOTINA und ZOTIN (1972) ist mehr fundamentaler 

Natur, sie stellen die direkte Abhängigkeit der Wachstumsgeschwindigkeit von der 

Wachstumsgröße in Frage. Die praktische Nutzung wird bei der Verwendung der  

angegebenen Wertekombinationen für m und n eingeschränkt, da (26) a priori keinen 

Wendepunkt und (29) eine fixe Wendepunktsordinate aufweisen. 

 

SAGER (1978a) gibt einige Lösungen von (24) mit verschiedenen m- und n-Werten 

an, die Gleichung (25) bezeichnet er als "generalisierte BERTALANFFY'sche Wachs-

tumsfunktion" (SAGER, 1979c), die gegenüber den Gleichungen mit fixen m den 

Vorteil hat, eine flexible Wendepunktsordinate in den Grenzen 0 ≤ Ww ≤ A/e zu er-

möglichen. 

 

Die PÜTTER-BERTALANFFY-Funktion (26) wurde häufiger zur Darstellung des 

Wachstumsverlaufs von Fischen herangezogen (u.a. SAGER, 1981, 1982a, 1982c) 

und erwies sich als gute Näherung. 

 

In der Arbeit von RICKLEFS (1968) konnte mit der BERTALANFFY'schen Funktion 

des Massewachstums (29) nur in einigen wenigen Fällen eine bessere Beschreibung 

der Körpermasseentwicklung von Wildvögeln gegenüber der GOMPERTZ-Funktion 

bzw. der logistischen Wachstumsfunktion erreicht werden. Für die Masseentwicklung 

des Haushuhns erwies sich (29) in GROSSMANN und BOHREN (1982) als ungenü-

gende Näherung, die Nutzung der generalisierten Form (25) wies auf einen m-Wert 

von etwa 0,744 hin. 

 

ZUCKER und ZUCKER (1942) halten (29) für weniger gut zur Beschreibung der 

Körpermasseentwicklung der Ratte geeignet und empfehlen die Nutzung anderer 

Funktionen. SAGER (1984c) erzielte eine gute Anpassung an Daten zum Körper-

massewachstum des Merinofleischschafes mittels gebundener BERTALANFFY-



Funktion, andere Ansätze erwiesen sich jedoch als noch leistungsfähiger, bei der 

Beschreibung des Wachstums der Widerristhöhe erreichte er (SAGER, 1985b) nur 

eine mäßige Approximation. Für die Darstellung des Körpermassewachstums von 

Rindern ließ sich in SAGER (1983a) kein Startwert für einen der Parameter der ge-

bundenen BERTALANFFY-Massefunktion ermitteln, so daß auf eine Approximation 

verzichtet werden mußte. Für das Höhenwachstum von Holsteinrindern erwies sich 

die Funktion in SAGER (1982d) als schlechte Näherung. BROWN et al. (1970, 1976) 

erzielten mit (26) und (29) gute Näherungen an Körpermassedaten von Rindern, die 

lediglich von der RICHARDS-Funktion (siehe 2.2.2.5.) übertroffen wurden. In GOO-

NEWARDENE et  al. (1981) erwies sich die Anpassung vor allem in der Anfangs- 

und Endphase des Wachstumsverlaufs von Rindern als mangelhaft. Für das Kör-

permassewachstum von Schweinen eignete sich (29) in PFEIFFER et  al. (1984) 

recht gut, der Wendepunkt und der theoretische Endwert lagen im erwarteten Be-

reich. 

 

Es sei noch darauf hingewiesen, daß (26) formal identisch zur BRODY'sehen Formu-

lierung für das Wachstum der postpubertären Phase ist, den Vorstellungen BRODY's 

ist aus verschiedenen Gründen (siehe 2.2.2.4.) jedoch ein eigener Abschnitt gewid-

met worden. 

 

Abschließend sei noch auf die in PEIL (1979) und SAGER (1979c, 1980b) darge-

stellten Methoden zur Gewinnung von Startwerten für die iterative Verbesserung der 

Parameterwerte verwiesen. 

 

2.2.2.4. BRODY'sche Ansätze 

 

BRODY (1945) unterteilt den Wachstumsverlauf in 2 Etappen, in eine "self-

accelerating phase" und eine "self-inhibiting phase", die, miteinander verknüpft, einen 

sigmoidförmigen Verlauf modellieren. Der Wendepunkt soll nach BRODY in der Pu-

bertätsphase liegen, bei cirka 0,3 • A. Die Selbstbeschleunigungsphase modelliert er 

mit dem unter 2.2. erwähnten MALTHUS-Ansatz (2), der integriert zu 

W = W0 • e
kt (35) 

 führt. Die 2. Phase beschreibt er durch die DGL 

W’ = k • (A - W) (36) 



mit der Lösung 

W = A - b•Exp(-kt) (57), 

die, mit b=A-W0,  formal  identisch zur PÜTTER-BERTALANFFY-Gleichung für das 

Längenwachstum (26) ist. (37) ergibt sich auch als Lösung der  linearen DGL 2. 

Ordnung 

W’’ + kW’ = 0 (36a), 

die nach SCHARF (1980) bereits 1838 von VERHULST vorgeschlagen wurde und 

von ihm deshalb als "Wachstumsformel von VERHULST-BRODY"  bezeichnet wird. 

 

Die Gleichung (57) wird im anglo-amerikanischen Schrifttum recht häufig verwendet 

und als Wachstumsfunktion von BRODY bezeichnet, obwohl nicht von BROOY erst-

mals angewendet. Zudem ist sie, nach BRODY' s Intention,  formal nur zur Beschrei-

bung des Wachstums ab W= 0,5•A geeignet, vorausgesetzt, daß der sigmoidale 

Wachstumsverlauf bereits den Wendepunkt überschritten hat, was zumindest bei 

einigen Wachstumsprozessen nicht der Fall ist. Da BRODY' s "Bioenergetics and 

Growth" (1945) als Klassiker der Wachstumsliteratur angesehen werden kann, zu-

dem BERTALANFFY (1960) selbst für (57) BRODY als Referenz angibt, werden die 

Vorstellungen Samuel BRODY' s in einem eigenständigen Kapitel referiert. Auf eine 

Kurvendiskussion von (57) kann verzichtet werden, da diese bereits von (26) vollzo-

gen wurde. Die Beschreibung des Wachstumsverlaufs durch 2 separate Terme ist 

nach BERTALANFFY (1960) und GROSSMANN und BOHREN (1982), willkürlich 

und ohne biologische Bedeutung. Zudem dürfte der Wendepunkt der Wachstums-

kurve präpubertär liegen (NELSON et al., 1982, GROSSMANN und BOHREN, 

1982), so daß BRODY' s Postulat von der Wendepunktslage in der Pubertät selbst 

bei Qw-Werten von cirka 0,5 selten der Realität entspricht. 

 

Die ausschließliche Verwendung von (57) zur Beschreibung postnataler Wachstums-

vorgänge ignoriert zwar die BRODY' sehen Überlegungen, ist aber in der Literatur 

weit verbreitet. 

 

BRODY (1945) gibt Parameterwerte für das Körpermassewachstum für eine Reihe 

von Haus- und Labortieren an. ZUCKER und ZUCKER (1942) halten die Beschrei-

bung der Körpermasseentwicklung der Ratte mit (57) für inadäquat. FANGHÄNEL 

und SCHUHMACHER (1975a, 1975b) nutzen die BRODY' sche Funktion (57) zur 



Beschreibung des Herz- bzw. Lungen- und Körpermassewachstums der Ratte, KUJ-

PERS-JAGTMAN et al. (1988) für die Modellierung des Femurlängenwachstums der 

gleichen Tierart. FANGHÄNEL et  al. (1974) verwenden sie zur Beschreibung des 

postnatalen Wachstums von Körpermasse und -länge des Goldhamsters vom 26. bis 

59. Lebenstag, wobei insbesondere bei der Körpermassemodellierung die Grenzen 

deutlich werden, da W0 negativ ist und erst ab 17. Lebenstag positive Werte erreicht 

werden. 

 

LILJA (1982a) verwendet (57) zur Berechnung charakteristischer Kenngrößen der 

Körpermasseentwicklung der Wachtel, BLAXTER et al. (1982) für die des Schafes im 

Intervall zwischen 30 und 130 kg Lebendmasse. 

 

BROWN et al. (1970, 1972, 1976) verwenden sie zur Beschreibung des Körpermas-

sewachstums von Rindern, bei einem Vergleich von 5 Wachstumsfunktionen an 2 

verschiedenen Datensätzen (BROWN et al., 1976) wies die BRODY'sche Formulie-

rung in einem Fall die geringste Fehlerquadratsumme auf, im anderen war sie der 

RICHARDS-Funktion und der BERTALANFFY'schen Massefunktion unterlegen. 

NELSON et al. (1982) approximierten (37) an Daten zum Körpermasse- und Wider-

risthöhewachstum bei Rindern. In den Arbeiten von GDONEWARDENE et al. (1981), 

DeNISE und BRINKS (1985) und NADARAJAH et al. (1984, 1985) waren die Appro-

ximationen an Wachstumsreihen von Rindern ähnlich gut wie die mittels RICHARDS-

Funktion, obwohl letztere auf Grund eines zusätzlichen Parameters höhere Flexibili-

tät aufweist. 

 

 Es soll abschließend noch einmal darauf hingewiesen werden, daß die ausschließli-

che Nutzung von (37) einen gewissen Formalismus bedeutet, da man a priori die 

Existenz eines Wendepunktes negiert. Selbst geringe Fehlerquadratsummen und 

damit scheinbar gute Anpassungen können biologische Sachverhalte verschleiern 

und so zu einem Informationsverlust führen. Für spezifische Fragestellungen, insbe-

sondere der Tierzucht, kann sich, wie in 2.2.3. gezeigt werden soll, die Funktion 

dagegen als ein wirksames methodisches Mittel erweisen. 



2.2.2.5. RICHARDS-Funktion 

 

RICHARDS (1959) kritisiert an den theoretischen Erwägungen BERTALANFFY's 

(1957), daß m<1 postuliert wird. Bei m>1 müssen a und b in (24) negativ werden und 

sind damit nicht mehr als Konstanten des Auf- und Abbaus interpretierbar. Er ver-

wendet die allgemeinere Lösung von (24) mit n=1 und variablem m (25) in der Form 

W = A (1 ± b•Exp(-kt))1/(1-m) (38) 

Die Parameterbezeichnungen in (38) sind nicht identisch zu denen in (25). (58) geht 

auf die Originalform von RICHARDS (1959) zurück. Für m>1 nimmt b positive Werte 

an, für m=1 ist (38) nicht definiert. 

 

Der Übersicht halber soll im folgenden 

W = A•(1 - b•Exp(-kt))M (38a), 

mit M=1/(1-m), verwendet werden. Für die Wachstumsgeschwindigkeit ergibt sich 

aus (38a) über 

W’ = A•M•(1 – b•Exp(-kt))•b•k• Exp(-kt) (39) 

schließlich 

W’ = k•M•W•((A/W)M - 1) (39a) 

und für die Wachstumsbeschleunigung 

W’’ = k • A1/M • (M-1) • W’ • W-1/M – k • M • W’ (40). 

Setzt man (40) gleich Null, so folgt 

 Ww = ((M-1)/M)M • A (41) 

und daraus durch Einsetzen in (38a) 

tw =1/k • ln bM  (42). 

Für die Wachstumsgeschwindigkeit im Wendepunkt ergibt sich aus (39a) und (40) 

W’w =k•A• ((M-1)/M)M-1 (43). 

 

Die RICHARDS-Funktion kann als Verallgemeinerung der klassischen Wachstums-

funktionen angesehen werden. Für M=1 geht sie in die Längenwachstumsgleichung 

von PÜTTER-BERTALANFFY bzw. BRODY'sche Wachstumsfunktion (26 bzw. 37) 

über, für M=3 in die BERTALANFFY'sche Gleichung für das Körpermassewachstum 

(29), für M=1 in die logistische Wachstumsfunktion (13c) und für M→±∝ in die GOM-

PERTZ-Funktion (4).  Für 0 ≤ M < 1 ist (41) nicht definiert, für positive M ist 0 ≤ Qw ≤ 

1/e, für negative M ist Qw ≥ 1/e. Für Qw-Werte gegen 1 muß M sehr kleine negative 



Werte annehmen, was sich für Approximationen als unpraktisch erweist (ZACH et al., 

1984). Die hohe Korrelation zwischen M und b führt manchmal zu Konvergenz-

schwierigkeiten (BROWN et al., 1976, ZACH et al., 1984, BRISBIN et al., 1986a) und 

bedingt eine starke Startwertabhängigkeit der Iterationsergebnisse, bereits eine Vari-

ation der Anfangsschätzungen um 5 % kann die Parameterwerte stark verändern 

(ZACH et al., 1984). BROWN et al. (1976) empfehlen b≤1 und 0 < M ≤ 6 zu halten. 

Auf die in SAGER (1981, 1982c) dargestellten Erweiterungen soll im Rahmen dieser 

Arbeit nicht näher eingegangen werden. 

 

BRISBIN et al. (1986a, 1986b) verwendeten die RICHARDS-Funktion für wachs-

tumsspezifische Fragestellungen beim Wassergeflügel. ZACH et al. (1984) verglei-

chen sie mit anderen Funktionen bei der Modellierung von Körpermasse- und Pri-

märfederlängewachstum einer Schwalbenart, wobei sie eine annähernde Normalver-

teilung der Residuen feststellten und somit eine adäquate Widerspiegelung des Pro-

zesses über alle Teiletappen. GROSSMANN und BOHREN (1982) nutzten (38) zur 

Beschreibung des Körpermassewachstums des Huhnes, WHITE und RATTI (1977) 

zur Approximation an Wachstumsreihen von Steißfüßern. 

 

In RUTLEDGE et al. (1972) ging die RICHARDS-Funktion wegen M=-1 bei der Ap-

proximation an Körpermassedaten der Maus in die logistische Wachstumsfunktion 

über. In SAGER (1984c) erwiesen sich die oben erwähnten Erweiterungen der RI-

CHARDS-Funktion als gute Näherung für das Körpermassewachstum des Merino-

fleischschafes. Zur Approximation an Widerristhöhedaten derselben Tierart war die 

RICHARDS-Funktion in SAGER (1983b) gut geeignet. JOHNSON et al. (1975) ap-

proximierten die Funktion an Wachstumsreihen der Hinterlauflänge von Füchsen, die 

Ergebnisse ließen eine recht präzise Altersschätzung anhand dieses Merkmals zu 

und gestatteten Extrapolationen bis 10 Tage pränatal. 

 

Weite Verbreitung hat die Anwendung der RICHARDS-Funktion zur Beschreibung 

des Körpermassewachstums von Rindern gefunden, wie die Arbeiten von BROWN et 

al. (1970, 1976), GOONEWARDENE et al. (1981), DeNISE  und BRINKS (1985), 

NADARAJAH et al. (1984, 1985), sowie Arbeiten unter Nutzung modifizierter RI-

CHARDS-Ansätze durch SAGER (1983a), MATTHES et al. (1983) und SAGER et al. 

(1984d) beweisen. SAGER (1982d) verwendet letztere auch zur Modellierung des 



Wachstums der Widerristhöhe. Die Approximationen waren durchweg gut bis sehr 

gut, auch wenn nicht in allen Arbeiten eine deutliche Verbesserung gegenüber 3-

parametrigen Funktionen erzielt werden konnte. 

 

Zu den Methoden der Startwerteberechnung sei auf die Arbeiten von CAUSTON 

(1969) und SAGER (1980f) verwiesen. 

 

2.2.2.6. Die JANOSCHEK-Funktion und ihre Modifikationen 

 

JANOSCHEK (1957) erklärt, von quantenbiologischen Überlegungen ausgehend, 

den Wachstumsprozeß als Summe von quantenhaften Einzelreaktionen. Da theore-

tisch jedes aufgenommene Nährstoffmolekül zu einer Substanzvermehrung des 

Organismus beiträgt, liegt ein Eintreffergeschehen vor. Zur Beschreibung dieses 

Vorgangs postuliert er ein reaktionskinetisches Grundgesetz der Art 

W = A•(1 – Exp(-(bt)p • D)) (44) 

wobei b und p genetisch determinierte Konstanten und D die Dosis (Menge von 

Nährstoffmolekülen) darstellen (JANOSCHEK, 1957). HOEPPE (1959) nimmt D=1 

an, setzt also eine optimale Ernährung voraus, wobei der Verlust von D keine Flexibi-

litätseinbußen mit sich bringt, sondern nur die b-Werte modiiziert und (44) die Form 

W = A•(1 – Exp(-(b’t)p)) (44a) 

annimmt. 

SAGER (1978c) geht vom Ansatz 

dW/dt = ctp-1 (A - W) (45) 

aus, der mit W0=0 die Lösung 

W = A (1 – Exp(-c/p•tp)) (44b) 

aufweist, die mit c=p•b'p identisch zu (44a) ist. Da starke Abhängigkeiten zwischen 

Parametern sich ungünstig auf das Konvergenzverhalten aus wirken können, soll im 

folgenden die Form 

W = A•(1-Exp(-k•tp)) (44c) 

mit k=c/p=b’p Anwendung finden. Für die praktische Anwendung erweist sich W0=0 

häufig als ungünstig. Es ist möglich, einen additiven Initialwert in (44c) einzufügen, 

wie z.B. in SAGER (1981) vollzogen.  

 



Integriert man (45) in den Grenzen W0 bis W, so erhält man die modifizierte JANO-

SCHEK-Funktion 

W = A - (A – W0)•Exp(-ktp) (46) 

(SAGER, 1978c, 1980c). Für die Wachstumsgeschwindigkeit folgt aus (46) 

W’ = p•k•(A – W0)•Exp(-ktp)•tp-1 (47) 

und für die Wachstumsbeschleunigung 

W’’ = pk•(A-W0)•Exp(-ktp)•(p-1)•tp-2 - p2k2•(A-W0)•Exp(-ktp)•t2p-2 (48), 

was sich über mehrere Zwischenschritte zu 

W’’ = (p-1)/t • W’ –pkW’ • tp-1  (48a) 

komprinieren läßt, woraus sich 

tw  = (p-1)/(pk))1/p (49) 

ergibt. Unter Verwendung von (49) und (46) erhält man 

Ww = A - (A – W0) • Exp(-(p-1)/p) (50) 

und von (49) und (47) 

W’w = pk•(A – W0) • Exp(-(p-1)/p) • ((p-1)/pk)(p-1)/p (51). 

 

Für p<1 weist (46) keinen Wendepunkt auf und (49) ist im Bereich der reellen Zahlen 

nicht definiert. Die modifizierte JANOSCHEK-Funktion (46) weist eine flexible Wen-

depunktsordinate in den Grenzen W0 ≤ Ww < (A-(A - W )/e) auf. In praxi nimmt p 

jedoch kaum höhere Werte als 3 an. 

 

Die Interpretation der Parameter p und k gestaltet sich für (46) schwierig, k ist nicht 

einfach als Geschwindigkeitskonstante interpretierbar wie (47 ) zeigt. Der Parameter 

p ließe sich als 

p = 1/(1 – In((A-W0)/(A-Ww)) (50a) 

darstellen, jedoch ist dies kaum biologisch relevant. Die dargestellten Gleichungen 

machen zwei wesentlich Mängel deutlich. Zum einen kommt die Zeit explizit in der 

DGL vor, was nach BERTALANFFY (1957) biologisch wenig sinnvoll ist, zum ande-

ren wird W’0 bei p>1 Null und für 0 < p < 1 wird W’0 unendlich. 

 

Ungeachtet dieser Nachteile, die der Funktion a priori den Modellcharakter abspre-

chen, gestatten die JANOSCHEK-Varianten häufig eine gute Approximation an 

Meßwertverläufe. Die hohe Flexibilität und der Tatbestand, daß kaum Konvergenz-

schwierigkeiten auftreten, erlauben eine breite Anwendung als empirische Funktion. 



JANOSCHEK (1957) gibt Parameterwerte für (44a) für den Wachstumsverlauf bei 

Ratte und Huhn an. Sein Schüler HOEPPE (1959) für die Körpermassenentwicklung 

von Schwein und Rind. 



Sehr gute bis gute Approximationsergebnisse mit (46) an  Daten zum Körpermasse-

wachstum von Rindern (MATTHES et al., 1983, SAGER, 1983a, SAGER et al., 

1984d, PANICKE und SAGER, 1987), Schweinen (PFEIFFER et al., 1984), Schafen 

(SAGER, 1984c), Kaninchen (RUDOLPH et  al., 1986), Hühnern (SAGER, 1984b) 

und Puten (SAGER, 1985), zum Höhenwachstum von Rindern (SAGER, 1982d) und 

Schafen (SAGER, 1983b), sowie zum Körpermasse- und Skelettwachstum von Hüh-

nern (SALOMON et al., 1986), Enten (SALOMON et al., 1987a), Gänsen (SALOMON 

et al., 1987b) und Puten (ANGER, 1987) belegen die breite Anwendbarkeit. 

 

SAGER (1982b, 1984a, 1987b) legte einige Erweiterungen des JANOSCHEK-

Ansatzes vor, die für spezifische Fragestellungen durchaus von Interesse sein könn-

ten.  

 

Zur Problematik der Gewinnung von Ausgangsschätzungen für die Parameter sei auf 

SAGER (1984 a) und SAGER et al. (1986) verwiesen. 

 

2.2.2.7 Weitere Ansätze zur mathematischen Beschreibung von Wachstums-

vorgängen 

 

BACKMANN (1943) schlug mit 

dW/dt = Exp(s0+s1 • ln t + s2 • ln
2 t) (52) 

einen Ansatz vor, der je nach Parameterwerten verschiedene Funktionsklassen als 

Lösung hat (PEIL und HELWIN, 1977e), und interpretiert den logarithmischen Zeit-

ausdruck als "organische Zeit", diese Deutung ist jedoch recht dubiös (BERTALANF-

FY, 1960, SCHARF, 1980) und (52) hat keine praktische Bedeutung erlangt. 

 

MTSCHERLICH (1919) entwickelte mit 

W = A (1 – Exp(-ct))n  (53) 

eine Funktion für das pflanzliche Wachstum, die als Sonderform der generalisierten 

BERTALANFFY-Funktion (25) bzw. der RICHARDS-Funktion (38a) mit W0=0 und 0 < 

Qw < 1/e angesehen werden kann. Nach MITSCHERLICH (1919) sollte für t nicht die 

chronologische Zeit, sondern eine Skalierung entsprechend definierter Wachstums-

abschnitte  verwendet werden. (53) ist in neuerer Zeit wieder aufgegriffen worden 



und, zum Teil erweitert, auch auf tierisches Wachstum übertragen worden (SAGER, 

1981, 1982c, 1984c). 

 

WINSOR (1932) verglich die logistische Wachstumsfunktion mit weiteren sigmoid-

symmetrischen Ansätzen, wobei  insbesondere der Arcustangens in 4-parametriger 

Form 

W = a + b•arctan (c•(t - d)) (55) 

durch Überlegungen von SCHARF (1974, 1977a, 1977b, 1979, 1980) wieder Bedeu-

tung erlangte und Modellcharakter für das fetale Längenwachstum des Menschen 

tragen soll. 

 

ZUCKER und ZUCKER (1942) verwendeten die Funktion 

W = A•Exp(-k/t) (55) 

mit Qw=e-2, diese niedrige Wendepunktlage betrachteten sie  als  physiologisch, was 

in der Verallgemeinerung fragwürdig erscheint, aber für das Wachstum einiger Fi-

sche zutrifft (SAGER, 1980d, 1981, 1982c). Die sogenannte Reziprokfunktion (55) ist 

formal identisch zur Funktion von JOHNSON (1935, zit. nach SAGER, 1981) bezie-

hungsweise dem Ansatz von KRÜGER (1962, 1969, 1975) 

W = A • b(–1/(t+t0))  (55a). 

 

Durch Erweiterungen der logistischen Wachstumsfunktion (TURNER, 1969) entwi-

ckelten TURNER et al. (1976) die generische Funktion 

W = A/(1 + (((A/W0)
n - 1)-p + npb • (t-t0))

-1/p )1/n (56) 

die die RICHARDS-, logistische und GOMPERTZ-Funktion als Sonderfälle ein-

schließt. Zur Methodik der Parameterschätzung und zu Eigenschaften von (56) sei 

auf PRUITT et al. (1979)  verwiesen. 

 

Der SAGER-Ansatz 

W = W0/(1 + (1 -(W0/A)m-1 • ((t0/(t + t0))
p-1 -1)) 1/(m-1) (57) 

(SAGER, 1980 d) hat sich mit seinen 4 freien Parametern (A, m, t, p) bei einer Reihe 

von wachstumsspezifischen Approximationen bewährt  (SAGER,  1983a,1983b, 

1984b, 1984c, 1984d, 1985), gleiches wäre zur SAGER’schen Übergangsfunktion 

(SAGER, 1984b, 1985) zu sagen. 

 



2.2.3. Anwendunosmöglichkeiten und Leistung sgrenzen von Wachstumsfunk-

tionen 

 

Mit Wachstumsfunktionen lassen sich morphometrische Daten in einfacher Form 

zusammenfassen und Beziehungen sichtbar machen, die aus den Daten allein nicht 

sichtbar werden (RICKLEFS, 1968, FANGHÄNEL und TIMM, 1970, PRUITT et al., 

1979, GOONEWARDENE et al., 1981), da Wachstumsverläufe stark durch exogene 

Einflüsse modifiziert werden können. Wachstumsfunktionen üben einen glättenden 

Effekt auf Meßwertverläufe aus (FITZHUGH, 1976, DeNISE und BRINKS, 1985) und 

schwächen Irregularitäten ab. 

 

Mit Hilfe von Wachstumsfunktionen lassen sich Kenngrößen des Wachstumsprozes-

ses wie Endwert, Wendepunkt, maximaler Zuwachs, Wachstumsgeschwindigkeit und 

-beschleunigung errechnen sowie, selbst wenn die Ansätze keine Modellrelevanz 

besitzen, Inter- und Extrapolationen anstellen (PEIL und SCHREIBER, 1974b, SA-

GER et  al., 1986). Die Kenntnis dieser Parameter ist für die Berechnung von Futter-

bedarfsnormativen (SAGER et  al., 1984d), für Ableitung technologischer Anforde-

rungen (PFEIFFER et al., 1984) und für die Berechnung optimaler Schlachtzeitpunk-

te (KÜHN et  al., 1987b) für die moderne Tierproduktion unverzichtbar. 

 

Mit der breiten Anwendung mathematischer Methoden erschließen sich auch völlig 

neue Perspektiven für die Tierzucht. Die Selektion auf Geschwindigkeitsparameter in 

Wachstumsfunktionen könnte ein wichtiges Handwerkszeug für den Tierzüchter 

werden (CARTWRIGHT, 1970, FITZHUGH, 1976, KIRKWOOD und WEBSTER, 

1984, DeNISE und BRINKS, 1985, RICKLEFS, 1985, PRESCOTT et al., 1985). 

Erste Untersuchungen von RUTLEDGE et al. (1972), BROWN et al. (1972) und De-

NISE und BRINKS (1985) zeigen, daß die Kurvenparameter niedrig bis mäßig heri-

tabel sind. Desweiteren sind Wachstumsfunktionen zur Bestimmung von Hybridisati-

onsindizes (MISRA, 1973) und zum Nachweis von Heterosiseffekten (NELSON et al., 

1982, KASSER et al., 1983) verwendet worden. Genaue Kenntnisse über rassen-

spezifische Wachstumsverläufe sollten den Tierzüchter darüber hinaus befähigen, 

optimale Kreuzungen zu finden (NADARAJAH et al., 1984). 

 



Für den Biologen eröffnet sich die Möglichkeit, Wachstumsverläufe anhand weniger 

Parameter zu vergleichen (MISRA, 1973). TAYLOR (1965, 1968, 1980c) LAIRD 

(1966a, 1966b), RICKLEFS (1968) und MOORE (1985) nutzen dieses Potential für 

Interspezies-Vergleiche, WHITE und RATTI (1977) und NADARAJAH et al. (1985) 

für Intraspezies-Vergleiche und BRISBIN et al. (1986a,b) für die Herausarbeitung von 

geschlechtsspezifischen Differenzen im Wachstumsmodus. 

 

Kenntnisse über den normalen Wachstumsverlauf sind selbstverständlich auch für 

den Veterinärmediziner relevant. Die  Arbeiten von  BRISBIN et al. (1986a,b) über 

den Einfluß von chronischen Toxikosen und Mangelernährung auf Wachstumsverlauf 

und Kurvenparameter und den Einfluß operativer Eingriffe auf den weiteren Wachs-

tumsverlauf (KUIJPERS-JAGTMANN et al., 1988) zeigen Möglichkeiten des Einsat-

zes von Wachstumsfunktionen für klinische Zwecke. 

 

Trotz der potentiellen Fortschritte, die der Einsatz biomathematischer Verfahren 

verspricht, sei auch auf die Grenzen des Einsatzes von Wachstumsfunktionen hin-

gewiesen. Sie erlauben nur eine globale Beschreibung des Prozesses (BERTA-

LANFFY, 1957, 1960). Eine allgemeingültige Wachstumskurve, die das  Wachstum, 

selbst einer Art, unter allen Umweltbedingungen repräsentieren kann, gibt es nicht 

(BRISBIN et al., 1986a). Der glättende Effekt von Wachstumsfunktionen schließt a 

priori einen  Einsatz bei Untersuchungen von Kurzzeitfluktuationen aus (RICKLEFS, 

1968) und kann wichtige genetische und Uniweiteinflüsse verschleiern (FITZHUGH, 

1976). 

 

Bei der  Extra- oder Interpolation ist es möglich, daß man recht schnell den Rahmen 

der biologischen Realität verläßt, wie bereits in 2.2.2.4. am Beispiel von FANGHÄ-

NEL et al. (1974) aufgezeigt  wurde. Desweiteren können zum Beispiel kurzzeitige 

ernährungsbedingte Deformationen zu Parameterwerten führen, die nicht mehr den 

tatsächlichen Verlauf widerspiegeln  (PFEIFFER et al., 1984). 

 

Hinzu kommt, daß die Parameter in 4-parametrigen Funktionen kaum noch sinnvoll 

zu  interpretieren sind  (RICKLEFS, 1985). Erschwerend, insbesondere für verglei-

chende Zwecke, wirkt die Mehrdeutigkeit der parametrigen Anpassung (PEIL, 1985) 

und fehlende statistische Tests für den objektiven Vergleich von Parameterwerten 



(KRETSCHMANN und WINGERT, 1971, PEIL und SCHREIBER, 1974b, PEIL, 

1988b (mdl. Mitt.)). Die Arbeit von RASCH und SCHIMKE (1984) ist bestenfalls ein 

erster Schritt zur Lösung dieses Problems. 

 

Die klassischen Wachstumsfunktionen tragen asymptotischen Charakter, obwohl alle 

organismischen Wachstumsprozesse in endlicher Zeit abgeschlossen werden, da sie 

spätestens mit dem Tod des Lebewesens enden. Nach BERTALANFFY (1960) ist 

die Ursache für diese Eigenschaft mehr mathematischer Natur, da sich asymptoti-

sche Funktionen einfacher handhaben lassen. SCHARF (1980) betrachtet die Theo-

rie des asymptotischen Endwerts als biologisch sinnvoll. Wenn man die DGL als 

Modell betrachtet, die für das Populationsmittel gilt, somit A eine artspezifische Kon-

stante darstellt, die über- oder unterschritten werden kann, dann wachsen die Indivi-

duen im Mittel aller Populationen gegen einen asymptotischen Endwert (SCGARF 

1973a). Für die Berechnung des Zeitpunkts des Wachstumsabschlusses aus den 

approximierten Funktionen, wird häufig mit W=0,98•A gearbeitet (BRODY, 1945, 

TAYLOR, 1965), 

 

Ein substantieller Mangel der Wachstumsfunktionen ist, daß sie, wenn überhaupt, 

nur ein Geschwindigkeitsmaximum aufweisen, und daher eventuell auftretende wei-

tere Geschwindigkeitspeaks nicht modelliert werden können. Ein Weg zur Beseiti-

gung dieser Unzulänglichkeit ist die Zerlegung des Wachstumsverlaufes in Wachs-

tumsteiletappen, die durch einen Funktionsausdruck repräsentiert werden, und deren 

summarische Verknüpfung den Gesamtprozess reflektiert (HOEPPE, 1959, HELWIN 

und PEIL, 1977, HELWIN et al., 1979, PEIL und HELWIN, 1977c,e, KOOPS, 1986, 

KOOPS et al., 1987). Die Schwierigkeit der Zergliederung liegt darin begründet, daß 

man a priori die Anzahl der Wachstumsschübe aufgrund biologischer Objektivitäten 

festlegen können muß (PEIL und HELWIN, 1977e), da bei rein formalistischer Vor-

gehensweise, deren Anzahl auch durch die mathematischen Eigenschaften der ver-

wendeten Funktion beeinflußt wird und dadurch biologisch unsinnig werden kann, 

worauf bereits GÄRTNER (1923) warnend hinweist. 

 

Zusammenfassend kann man sagen, daß die Beschreibung von Wachstumsverläu-

fen mittels analytischer Ausdrücke, trotz einiger Nachteile, ein wirksames Hilfsmittel 

zur Beschreibung und Analyse des biologischen Prozesses sein kann. Solange kein 



biophysikalisches Modell im engeren Sinne diese Methode per se legitimiert, sollte 

die Approximation an Wachstumsdaten nicht als finale Datenauswertungsstufe, son-

dern als Hilfsmittel für die Erforschung von Wachstumsvorgängen angesehen wer-

den (ZACH et al., 1984), so gewonnene Erkenntnisse bedürfen also einer kritischen 

Analyse und biologischen Fundierung. 



3. Eigene Untersuchungen 

 

noch nicht gescannt 

 

4. Diskussion 

 

noch nicht gescannt 

 

5. Zusammenfassung 

 

Im Literaturteil werden Methoden zur Analyse von Wachstumsverläufen vorgestellt, 

wobei die Modellierung mittels Wachstumsfunktionen in den Vordergrund gestellt 

worden ist. Die Eigenschaften und bisherigen Erfahrungen bei der Nutzung der Funk-

tionen von GOMPERTZ, VERHULST, v. BERTAI ANFFY, BRODY, RICHARDS und 

JANOSCHEK werden aufgezeigt und auf mögliche Anwendungsgebiete und -

grenzen verwiesen. 

 

ln den eigenen Untersuchungen wurden Approximationen an Wachstumsverläufe der 

Körpermasse von 17 Haus- und Labortierarten sowie an 26 Datensätze zum Extremi-

tätenwachstum mittels modifizierter JANOSCHEK-Funktion vorgenommen. Ausge-

wählte Charakteristika der Wachstumskurven werden tabellarisch dargestellt und mit 

Angaben aus der Literatur verglichen. Die Körpermassekurven der nestflüchtenden 

Säugetiere weisen zur Geburt höhere Wachstumsteile auf und zeigen Sättigungs-

wachstum oder niedrige Wendepunktslagen. Die Extremitätenlängen- und -

breitenentwicklung ist zur Geburt bei diesen Tieren weit fortgeschritten und zeigt bis 

auf die Mittelfußbreite des Schafes ausschließlich Sättigungswachstum. Bei den 

Anseriformes konnte nach dem Schlupf ein beschleunigtes Abwachsen der Tibia 

gegenüber dem Tarsometatarsus beobachtet werden, während bei den Galliformes 

beide Knochen ein weitgehend uniformes Längenwachstum zeigen. 

 

Zum Vergleich des Körpermassewachstums verschiedener Tierarten wird ein Ge-

schwindigkeitsquotient (VQ) definiert, der es ermöglicht, die Wachstumszeiten bei 

unterschiedlicher Adultmasse zu komparieren. Neben den Hausgeflügelspezies 



ewiesen sich Kaninchen, Schwein, Goldhamster, Ratte und Schaf als besonders 

frohwüchsig. 
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